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В статье рассматривается решение проблемы построения 

двухфункцинального распределения населения по уровню денеж-
ных доходов. Выполнено сопряжение логарифмически нормально-
го распределения населения по уровню денежных доходов с рас-
пределением Парето. По результатам решения задач сопряжения 
для долей численности и долей доходов населения в двухфункци-
ональном распределении установлена граница начала усечённого 
распределения Парето. Обнаружена фундаментальная связь дис-
персии логарифма дохода логарифмически нормального распре-
деления с параметром кривизны распределения Парето как особая 
точка стандартного нормального распределения. На основе реше-
ния задач нормирования для объемов долей численности и объе-
мов долей доходов населения в двухфункциональных распреде-
лениях установлена граница второго усечения распределения Па-
рето. Результаты практических расчетов параметров сопряжения и 
нормирования для данных 2006 г. и 2012-2014 гг. приведены в таб-
лице. Графики двухфункцинального распределения населения по 
уровню денежных доходов построены на данных 2013 г. 

 
Распределение населения по уровню денежных 

доходов ‒ очень сложная функция, которую не уда-
ется математически описать некоторым одним за-
коном распределения, хотя теоретические, методо-
логические и даже практические предложения до-
статочно широко представлены в отечественных и 
зарубежных источниках [1-9, 12]. Слишком разные 
социальные условия, источники доходов и источни-
ки расходов соответствуют статусу различных со-
циальных групп. Не случайно поэтому некоторые 
исследователи предлагают рассматривать различ-
ные законы распределения денежных доходов 
населения для групп населения с разным социаль-
ным статусом и разным уровнем денежных доходов. 

Известно, что существует группа обездоленного 
населения [13]. Вариант математического описания 
доходов этой группы приведен в [7]. Существуют 
группы населения: 
 бедного; 

 малообеспеченного; 

 среднего класса; 

 с высокими доходами; 

 со сверхвысокими доходами. 

                                                           
1 Настоящее исследование проведено в рамках, 

работ выполняемых по гранту РФФИ № НК 13-07-
0085814 от 15.03.2014 и 14-07-00603 

Для каждой группы, по-видимому, существует 
собственное распределение по уровню денежных 
доходов. Но инструментов прямого измерения до-
ходов отдельно для каждой группы на сегодня не 
существует. 

На государственном уровне сегодня применяются 
два канала измерения денежных доходов населе-
ния: выборочное обследование бюджетов домаш-
них хозяйств и косвенные оценки денежных доходов 
населения по данным макроэкономических измере-
ний. Выборочное обследование бюджетов домаш-
них хозяйств оставляет за пределами обследования 
обездоленных. У этих 5-7% населения нет «домаш-
них хозяйств» [13, 7]. 

Достаточно «удачно» выборочное обследование 
бюджетов домашних хозяйств охватывает и пред-
ставляет группы бедного населения, малоимущих и 
частично (примерно половину) среднего класса. Ес-
ли проследить публикуемые Федеральной службой 
государственной статистики (Росстат) данные за 
последние 15-18 лет распределения населения по 
уровню денежных доходов, то обнаруживается чет-
кая закономерность: поведение доходов 60-65% 
населения с совокупными доходами в объеме 40-
35% могут быть достаточно хорошо описаны лога-
рифмически нормальным распределением. Пока-
жем это на примерах распределения населения по 
уровню денежных доходов за 2012- 2014 гг., публи-
куемых Росстатом. (На момент подготовки статьи 
Росстат опубликовал только полугодовые данные 
за 2014 г.). Данные о распределении населения по 
размеру среднемесячного среднедушевого денеж-
ного дохода, указаны в столбцах Xi (руб.) и ∆F(xi) 

(%) табл. 1. Расчеты выполнены по известной ме-
тодике, но для прозрачности расчетов и возможно-
сти проверок приведены полностью. 

Восстановление параметров 
распределения по отчетным 
данным функции распределения 

Рассматриваемый способ определения параметров 
логарифмически нормального распределения насе-
ления по уровню среднедушевого дохода сводится к 

отысканию параметра  из публикуемых Росстатом 
данных [1, 11], содержащих сведения о функции рас-
пределения в следующем виде. Для диапазона до-
хода (от левой границы Xi до правой границы Xi+1) 

приводится доля населения, имеющего доход в этом 
диапазоне (приращение функции распределения 

F(Xi)). Математически это означает, что диапазону 
доходов (от 0 до Xi) ставится в соответствие значе-
ние функции логарифмически нормального распре-
деления населения по уровню среднедушевого до-
хода F(0 <x<Xi) как накопленной сумме долей чис-
ленности (приращениям функции распределения 

F(Xi)) со всеми доходами (от 0 до Xi): 

F(0 < x < Xi) = iF(Xi) = F(Xi). (1) 

Предполагается, что публикуемые отчетные дан-
ные ‒ функция распределения F(Xi) и ее прираще-

ния F(Xi) – могут быть аппроксимированы двухпа-

раметрическим логарифмически нормальным рас-
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пределением [4 с.19-20; 11, с. 79]. Один из пара-
метров – среднее значение душевого денежного 
дохода Xc – всегда известен. Для определения вто-
рого параметра – среднеквадратического отклоне-
ния логарифма доходов ‒ используется теоретиче-
ски известная связь параметров логарифмически 
нормального распределения с параметрами норми-
рованной функции Лапласа Ф0(Zi): 

Ф0(Zi) = 
1

2 

2

- 
2

0

iz

e



 dv . (2) 

Действительно, если к функции логарифмически 
нормального распределения F(Xi) 

F(Xi) = 
1

2 

2
(ln x - )

X - i
2

2

0

1
e

x



 dx (3) 

применить замену переменной  

z = (lnx ‒ )/  (4) 

и учесть, что dz = 
1

x 
dx, то получаем  

Ф(Zi) = F(Xi). 
Нормированная функция Лапласа приводится во 

многих монографиях, справочниках и программных 
продуктах (например, Excel). Это позволяет решать 
как прямые задачи ‒ отыскания Ф(Zi) по известному 
значению Zi ,‒ так и обратные задачи ‒ отыскания Zi 
по известному значению Ф(Zi) (рис. 1). 

 

Рис. 1. Расчеты фактических параметров отчетных распределений 

Нас интересует обратная задача. В Excel суще-
ствует функция НОРМСТОБР(Ф), которая по из-
вестному значению Ф(Zi) = F(Xi) выдает значение 

аргумента Zi. Связь между Zi и параметрами  и  

устанавливается уравнением (4). Исключим из этого 

уравнения параметр , заменив его известным 
средним значением среднедушевого дохода Хс, ко-

торое вычисляется по отчетным макропоказателям 
и среднегодовой численности населения. Среднее 
значение среднедушевого денежного дохода опре-
деляется параметрами логнормального распреде-

ления Хс = exp(+0,52), из чего следует, что 

 = lnXc – 0,52.. (5) 

Подставляя выражение для  из (5) в (4), получим: 

Zi = (lnXi – lnXc + 0,52)/i . (6) 

Учитывая, что параметр I  0, это уравнение пре-

образуется к приведенному квадратному уравнению 

относительно параметра i: 

i
2 – 2iZi ‒ 2ln(Xc/Xi) = 0. (7) 

Решение этого квадратного уравнения дает зна-

чение параметра i : 

i = Zi  2

i
Z   2 ln (X c /X i)   . (8) 
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Экономический смысл имеет только положитель-
ное значение корня. Теперь, когда нам известно 

значение параметра , из уравнения (5) находим , 

а затем вычисляем Xmod, что и дает полное реше-
ние задачи идентификации параметров распреде-
ления по известным значениям функции распреде-
ления. Примеры расчетов фактических параметров 
отчетных распределений за 2012-2014 гг. приведе-
ны на рис. 1. 

Дифференциация доходов, определяемая пара-

метром , меняется с возрастанием  (2012-2014 г.). 

Величина  стабильно растет с медленно убываю-
щим темпом. 

Анализ расчетных параметров распределений для 
отчетных данных каждого года показывает, что ре-
альное распределение населения по уровню 
среднедушевых денежных доходов (СДД) отличает-
ся от идеализированного. Параметры сохраняются 
в средней части распределений, отличаясь на пра-
вой ветви по мере удаления от среднего значения 
весьма существенно. Выполненные расчеты пока-
зывают, что начальный участок (от нуля до Хmod) 

сравнительно удачно аппроксимируется логариф-
мически нормальным распределением. Достаточно 
хорошо аппроксимируется основная часть распре-
деления, заканчивая значениями, несколько боль-
шими среднего значения среднедушевого дохода 
Хс.  

Правая финальная часть кривой распределения 
от Xc до ∞ аппроксимируется неудачно по двум ос-

новным причинам: отсутствует информация об этой 
части кривой в выборочных обследованиях и имеют 
место косвенные оценки информации об этой части 
кривой в показателях баланса денежных доходов и 
расходов населения [11, с. 93-109]. В показателях 
баланса эта недостающая часть информации экс-
пертно досчитывается из балансовых уравнений по 
расходной части баланса. 

В последней строке таблицы для каждого года 
приведены параметры логнормального распреде-
ления, на основе которых по значению прожиточно-
го минимума выполнялся расчет уровня бедности. 
Справа каждой таблицы приведена приблизитель-
ная оценка численности населения, которое подпа-
дает под действие логнормального закона. 

Полученные усредненные параметры  и  отчет-
ных значений распределений позволяют получать 
количественные оценки многих других параметров и 
показателей, необходимых для решения аналити-
ческих задач отчетных периодов и решения про-
блем прогнозирования показателей дифференциа-
ции и поляризации денежных доходов населения [4, 
6]. 

Обнаруженный факт говорит о том, что доходы групп 
населения с доходами выше среднего уровня, воз-
можно, имеют другие распределения. Многие иссле-
дователи полагают, что доходы высокодоходных групп 
описываются распределением Парето [10, 14, с. 291]. 
Если согласиться с этой гипотезой, то получается, что 
реальным объектом исследования становятся доходы 
около 50 млн. чел. Т.е. доходы около 100 млн. чел. в 
Российской Федерации описываются логнормальным 
распределением, а доходы около 50 млн. чел. могут 

быть описаны распределением Парето. Естественно, 
что в такой постановке встает проблема сопряжения 
логнормального распределения для большинства 
населения с доходами ниже среднего уровня и рас-
пределения с законом Парето для населения с дохо-
дами выше среднего дохода.  

Очевидно, что каждое распределение существует 
на своем ограниченном конечном интервале изме-
рения (области определения). Логично ожидать, что 
при таких масштабах применения в точках сопряже-
ния границ применения математических законов не 
должно возникать провалов или скачков. Обнару-
живаемые дополнительные проблемы сопряжения 
границ, гладкости и нормирования плотностей и 
функций распределения численности и доходов 
должны решаться на условиях равенства значений 
нулевого и первого порядка. 

Логарифмически нормальное распределение дав-
но и успешно применяется Росстатом для расчетов 
показателей денежных доходов населения [1, 11]. 
Основные свойства логнормального распределения 
приведены, например, в [1, 4, 9-12]. 

Приведем здесь некоторые основные свойства 
усеченного распределения Парето. Еще в конце по-
запрошлого века (1897 г.) итальянский экономист В. 
Парето рассматривал распределение дохода нало-
гоплательщиков [9-12]. 

Степенное распределение с параметром  имеет 
плотность вероятности 

p(,x) = 
( 1 )

x x 0

0 x 0




 
 




.
 (9)

 

Парето имел дело лишь с теми значениями дохо-
дов, которые превышают некоторый порог x0. Такие 
распределения были названы усеченными. Парето 
обнаружил, что закон распределения высоких дохо-
дов описывается формулой: 

p(,x) = 

( 1 )0

0

0

0

x
( ) ( ) x x

x x

0 , x x

 







  

(10) 

Здесь параметр x0 обозначает минимальное зна-

чение случайной величины, а параметр  характе-
ризует кривизну плотности распределения случай-
ной величины. 

Функция усеченного распределения долей чис-

ленности населения по закону Парето P(,x): 

P(,x) = 
x

X 0

 p(,u)du = 

=
0

0

0

x
1 ( ) x x

x

0 , x x


 






  

(11) 

Моменты k-го порядка распределения случайной 
величины по закону Парето определяются так: 

Mk = x0
k

( k )



 
                            k<. (12) 

В частном случае первый момент – математиче-
ское ожидание ‒ принимает вид: 
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M = x0

1



 
                                      >1. (13) 

Дисперсия случайной величины, распределенной 
по закону Парето: 

D = 

2

0
x 2

( 1 ) ( 2 )

, 2




 




 


 

 (14) 

Плотность распределения доходов по закону Па-
рето имеет вид: 

q(,x) = xp(,x) = 

= 0 0

0

x x x x

0 , x x

 



  




  

(15) 

А функция распределения доходов в абсолютных 
единицах определяется выражением: 

QА(,x) =
x

X 0

 q(,u)du= 

=
10

0 0

0

x
x [ 1 ( ) ] x x

1 x

0 , x x






 






 (16) 

В относительных единицах с учетом нормирова-
ния к среднему значению (15) функция распределе-
ния доходов по Парето приобретает вид: 

Q0(,x) =(1/M)
x

X 0

 q(,u)du= 

=
10

0

0

x
1 ( ) x x 1

x

0 , x x





  






  

(17) 

Итак, ставится задача получить гибридное рас-
пределение население по уровню денежных дохо-
дов с помощью двух функций: логарифмически 
нормального распределения в низкодоходной части 
и распределения Парето в высокодоходной части. 
Чтобы описать распределение населения по уров-
ню СДД с помощью двух функций необходимо вы-
полнение условий сопряжения и нормирования. 
Причем эти условия должны выполняться одновре-
менно, поэтому и необходима дополнительная про-
верка не противоречивости выполнения всех усло-
вий. 

Условия сопряжения 

1.1. Равенство значений плотностей распределе-
ния численности в точке сопряжения. 

1.2. Равенство значений производных плотностей 
распределения численности в точке сопряжения. 

2.1. Равенство значений плотностей распределе-
ния доходов в точке сопряжения. 

2.2 Равенство значений производных плотностей 
распределения доходов в точке сопряжения. 

Следует отметить, что так как речь идет о сопря-
жениях распределений двух функций, то условия 
2.1 и 2.2, которые являются теми же условиями, но 
для линейных модификаций исходных функций, 
должны необходимо выполняться в той же точке, 
если выполняются условия 1.1 и 1.2. Поэтому усло-
вия 2.1 и 2.2 практически являются проверочными. 

Предполагается, что нам известны параметры ло-

гнормального распределения  и  (см. рис. 1). Гра-
ничная точка – точка сопряжения, ‒ по-видимому, 
должна принадлежать диапазону 

e < x0 < 
1 2

2e
 

  (18) 

Определим, при каких параметрах x0 и  выпол-

няются первое и второе условия сопряжения, т.е.: 

f(,x) = p(,x), (19) 

f `(,x) = p`(,x). (20) 

Выполнение условия (19) после несложных пре-
образований дает: 

1

2  
exp(-0,5(lnx0 ‒ ) 2 /2) = . (21) 

Выполнение условия (20) дает: 

1

2  
exp(-0,5(lnx0 ‒ )2/2)[1+ (lnx0 ‒ ) / 2] = 

= ( +1). 
(22) 

Отсюда следует, что: 

(lnx0 ‒ ) / 2 = . (23) 

Решение пары (21) и (23) при известных парамет-
рах логнормального распределения позволяет сра-
зу найти x0. Здесь обнаруживается ожидаемый факт 
‒ более общее свойство – фундаментальная связь 

параметров  и . Действительно, подставив (23) в 

(21), имеем  = 
1

2 
exp(-0,522). Или, выполнив 

замену z = , получаем: 

z = 
1

2 
exp(-0,5 z2). (24) 

Произведение параметра кривизны распределения 

Парето  и среднеквадратического отклонения лога-

рифма дохода  логарифмически нормального рас-
пределения в точке сопряжения этих двух распреде-
лений всегда равно тому значению аргумента нор-
мированного нормального распределения Лапласа, 
при котором значение плотности этого распределе-
ния равно значению аргумента. 

Решая (24), находим 
z = 0,37223898… (25) 

Это значение z - фундаментальная константа свя-

зи параметров  и  сопрягаемых распределений. 

Из (23) с учетом (24) имеем lnx0 ‒  = z. Отсюда 

x0 = exp(z + ) = exp(2 + ). (26) 

Впервые теоретические результаты сопряжения 
были получены в 2007 г., проверены на данных 
2006 г. и приведены в [6]. Спустя семь лет условия 
сопряжения проверены на отчетных данных Росста-
та за 2012-2014 гг. и приведены в настоящей статье. 

Для параметров логнормального распределения 
2006 г. при Хmod= 4187 руб. и Хc = 10183 руб.  

= 0,769734 и  = 8,9322299 получим  

 = 0,483594 и x0 = 9065,603 руб. 

Положение точки сопряжения соответствует диа-
пазону (18). Уравнение распределения Парето с 
этими параметрами примет вид: 
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p(,x) = *x0
 / x+1 = 

=0,483594*9095,60,483594 / x1,483594             x  x0. (27) 

Значение x0, оставаясь меньше Хс, оказалось 
близким к Хс. Получим аналитическую оценку срав-
нения x0 и Хс: 

Хс / x0 = exp(0,5 ‒ )2 = exp(0,5 ‒ z/)2. (28) 

Чем ближе значение кривизны  к 0,5, тем ближе 
x0 к среднему значению Хс. 

Результаты сопряжения плотностей распределе-
ния долей численности населения по логарифмиче-
ски нормальному закону и закону Парето за 2013 г. 
приведены на рис. 2. 

 

Рис. 2. Двухфункциональное распределение до-
лей численности населения по уровню средне-

душевых денежных доходов за 2013 г. 

Условия 2.1 и 2.2 могут рассматриваться как ана-
лог первого и второго условий 1.1 и 1.2 для плотно-
сти распределения доходов населения. Проверим, 

при каких параметрах  и x0 выполняются условия 

2.1 и 2.2, т.е.: 

(,x) = q(,x), (29) 

 `(,x) = q`(,x), (30) 

Выполнение условия 2.1 (29) дает: 

1

2  
exp(-0,5(lnx0 ‒ )2/2) = . (31) 

Выполнение условия 2.2 (30) дает: 

1

2  
exp(-0,5(lnx ‒ )2/2) [(lnx0 ‒ )/2] = . (32) 

Отсюда следует, что: 

(lnx0 ‒ )/2 = . (33) 

Оказалось, что условия (31) и (33) в точности со-
ответствуют условиям (21) и (23). Следовательно, 
условия (31) и (33) и условия (21) и (23), как и ожи-
далось, полностью совпадают, не противоречивы и 
дают одинаковые решения (24) и (25). Результаты 
сопряжения плотностей распределения денежных 
доходов населения по логарифмически нормально-
му закону и закону Парето для 2013 г. приведены на 
рис. 3. 

Сходимость функции Парето для долей численно-

сти населения достигается при значениях  > 1, а 

сходимость функции Парето для долей доходов 

населения достигается при значениях  > 2. В 
нашем случае при известном z и рабочем диапа-

зоне  (0,6÷0,9),  всегда будет оставаться меньше. 
Сходимость достигается за счет второго усечения 
распределения Парето, определяемого по услови-
ям нормировки. 

 

Рис.3. Двухфункциональное распределение до-
ходов населения по уровню среднедушевых де-

нежных доходов за 2013 г. 

Условия нормирования. 
Исследуем нормирование двухфункционального 

гибридного распределения по двум направлениям. 
1. По долям численности населения. Определяется пра-

вая граница ‒ конечная граница доходов Xn, которая 
соответствует общей численности населения. 

2. По долям уровня денежных доходов населения. Опре-
деляется правая граница ‒ конечная граница доходов 
Xs, которая соответствует ограниченному общему объ-
ему денежных доходов, определяемых Росстатом. 

Эти условия означают, что сумма значений усе-
ченных сопрягаемых функций распределения долей 
численности должна соответствовать сумме долей 
численности всего населения, т.е. составлять еди-
ницу, а сумма значений усеченных сопрягаемых 
функций распределения долей доходов должна со-
ответствовать сумме долей всех денежных доходов 
всего населения (и тоже составлять единицу). 

Удовлетворение условий сопряжения (равенство 
функций и их производных в пограничных точках), 
по которым устанавливается первая (левая) грани-
ца усечения, не противоречит условиям нормирова-
ния, по которым устанавливается граница второго 
(правого) усечения закона Парето. 

Условия нормирования долей численности 
населения. В частном случае из свойств логариф-

мически нормального закона распределения извест-
но, что 

F(X0) = 
1

2 

2
(ln x - )

X - 0 i
2

2

0

1
e

x



 dx. (34) 

Интеграл (34) при замене переменной (4) перево-
дится в нормированную функцию Лапласа Ф(Yo): 

Ф(Yo) = 
1

2 

2
t

0 - 
2

0

y

e dt. (35) 

и тогда 
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F(X0) = Ф(Yo). (36) 

В Excel существует функция НОРМ.СТ.РАСП(Yo), 
которая по известному значению аргумента Yo вы-
дает значение функции Ф(Yo) = F(X0). Для данных за 

2006 г. F(9065,6)  Ф(0,233864224…) = 0,59526…., 
т.е. доля численности населения с доходами до Xo 
составит 0,59526…. Тогда доля численности насе-
ления с доходами выше Xo составит  

1 ‒ F(Xo)  0,40474…, 
а конечная граница доходов Xn определяется ин-

тегральной долей численности населения из усло-
вия, когда в первом случае для x0 < x < Xn доля чис-
ленности населения по закону Парето должна со-
ставить 1 ‒ F(Xo). Основное условие нормировки 
долей численности принимает вид: 

P(x0 < x <Xn) = 1 ‒ F(Xo). (37) 

Используем найденные из условий сопряжения 
параметры распределения Парето, которые должны 
применяться при пересчете объемов нормирования. 
Найдем из этого условия значение верхнего преде-
ла интеграла Xn: 

1 ‒ F(X0) = P(x0 <x<Xn) = P(,Xn) = 

n
X

X
0

p(,u)du 

= 0

n

x
1 ( )

x


 . (38) 

Решением (38) будет 

Xn = Xo

1

0
F ( X ) 



 
= Xo

0

1

F ( X )
 = 

= Xokn = 2,9519Xo. (39) 

При параметрах распределения за 2006 г. ограни-
чение доходов по сумме долей численности насе-
ления составит: 
Xn= 2,9519Xo = 2,9519*9065,6 руб.= 26761,58 руб. (40) 

Условия нормирования долей доходов населе-
ния. Чтобы получить оценку доходов населения с до-
ходами ниже Xo для координаты D0, находим соответ-
ствующее значение дохода. В частном случае для 
двухпараметрического логарифмически нормального 
закона распределения известно, что доля объема де-
нежных доходов населения с доходами до Xo составит: 

D0 = (X0) = 
X 0

0

 (v)dv = 

=
c

1

X 2 

2
(ln v - )

X - 0
2

2

0

e     




 dv (41) 

Интеграл (41) при замене переменной 

t = 
ln  




 ‒  (42) 

и, учитывая, что dt = 
1

v 
dv, переводится в нор-

мированную функцию Лапласа Ф(Vo) = (X0): 

Ф(Vo) = 
1

2 

2
t

0 - 
2

0

V

e dt, (43) 

и тогда 

D0 = (X0) = Ф(Vo). (44) 

Для данных за 2006 г. (9065,6)  Ф(0,53587055…) 
= 0,29602401…., т.е. D0 ‒ доля объема денежных 
доходов населения с доходами до Xo составит 
0,29602401…. Тогда доля объема денежных дохо-
дов населения с доходами выше Xo составит 1 ‒ 

‒ D(Xo)  0,70397599…, или свыше 70%. Плотность 

распределения доходов q(,u) по закону Парето 

представлена (15), а функция распределения дохо-
дов по закону Парето в абсолютных единицах, без 
учета нормирования интегрального распределения 
объёмов денежных доходов примет вид: 

Q0 (x0 <x<Xs) = Q0(,Xs) =
X s

X 0

 q(,u)du = 

=Xo
10

s

x
( 1 ( ) )

1 x









                      x0<x<x (45) 

Тогда уравнение баланса денежных доходов 
населения с доходами выше Xo по логарифмически 
нормальному закону и закону Парето (45) составит: 

Xc(1‒ D0) = Xo

1



 

10

s

x
( 1 ( ) )

x

 
         x0<x<xs (46) 

Решение уравнения (46) в долях денежных дохо-
дов населения для 2006 г. примет вид 

Xs = Xo

` 1

1

0

1
( 1 ( 1 D ) ) 








 

 

=Xoks ≈ 2,961*Xo. (47) 

Таблица 1 

ПАРАМЕТРЫ СОПРЯГАЕМЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

Логнормальное распределение Распределение Парето 

Год Xmod Xc Ϭ  α Xо F0 D0 Kn Xn 

2006 4187 10183 0,76973 8,93223 0,48359 9065,6 0,59245 0,29602 2,952 26761,6 

– – – – – – – – – – – 
2012 9362,4 22802 0,77035 9,73786 0,48321 20286,9 0,59231 0,29568 2,956 59968,6 

2013 10308 25512 0,77727 9,84482 0,47891 25188,6 0,64514 0,34272 2,497 62901,8 

2014 9591,6 27523 0,83837 9,87134 0,44379 26456,8 0,64507 0,26065 2,685 71046,8 

Предположительно границы Xn и Xs должны 

совпадать, так как характеризуют один и тот же 
процесс. Если обозначить β = α / (1 ‒ α), то при 
равенстве kn и ks из (39) и (46) должно выпол-
няться условие 

F(Xo) = (1 ‒ c

0

X

X
(1 ‒ D0))β. (48) 

Если условие (48) не выполняется, то итераци-

онно уточняется значение , удовлетворяющее 
условию (48), и все параметры распределений 
пересчитываются. Расчеты параметров логариф-
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мически нормального закона распределения и 
распределения Парето, удовлетворяющие усло-
виям сопряжения и нормирования за 2006 и 2012-
2014 гг. сведены в табл. 1.  

Здесь F0 и D0 определяются соответствующими стан-

дартными процедурами по нормированной функции 
Лапласа Ф после соответствующей замены перемен-
ной. 

В итоге получаем дважды усеченное распределение 
Парето: 

p(,x) = 
( 1 )0

0 n

0

0 n

x
( ) ( ) x x x

x x

0 , x x ..и .. x x

 
 




 

 

 (49) 

с параметрами , x0  и xn: 

 = z/;               x0  = exp(z + ) = exp(2 + ); 

xn = x0 
1

0
F ( X ) 



 (50)    (50) 

Абсурдно предполагать, что душевой денежный до-
ход физических лиц может иметь какие-либо ограниче-
ния. Смысл решения (49) состоит в трактовке. В соот-
ветствии с методологией формирования показателей 
баланса денежных доходов и расходов населения 
(БДДРН) для заполнения статей баланса достаточно 
сумм, ограниченных значениями xn из (49). Росстат 
ежеквартально указывает суммы ограниченных дохо-
дов населения и уже этим определением закладывает 
ограничения доходов, определяемых статьями балан-
са. Деньги, получаемые сверх этой суммы физически-
ми лицами, уже приобретают иную институциональ-
ность: могут быть использованы на финансовых рын-
ках, в прямых инвестициях, покупке недвижимости, 
выведены за рубеж, потрачены на услуги, товары или 
другие цели, не учитываемые статьями БДДРН. С та-
кой точки зрения ограничение душевых денежных до-
ходов населения принимает конкретный экономиче-
ский смысл: до определенной границы денежные до-
ходы вписываются в статьи БДДРН, а после этой 
(условной для каждого года) границы денежные дохо-
ды приобретают другую направленность. На рис. 4 
приведена гибридная функция распределения числен-
ности населения по уровню СДД за 2013 г. Сопряжение 
выполнено по варианту нормирования накопленных 
долей численности населения по уровню СДД (рис. 4). 

 

Рис. 4. Гибридная функция распределения до-
лей численности населения по уровню средне-

душевых денежных доходов за 2013 г. 

На рис. 5 приведена гибридная функция рас-
пределения долей объемов денежных доходов 
населения по уровню СДД за 2013 г. Сопряжение 
выполнено по варианту нормирования накоплен-
ных долей денежных доходов населения по уров-
ню СДД. Естественно, что такие подходы откры-
вают новые направления исследований. 

 

Рис. 5. Гибридная функция распределения до-
лей объемов денежных доходов населения по 

уровню СДД за 2013 г. 

Методы расчета распределения населения по 
уровню доходов применяются не только на феде-
ральном, но и на региональном уровне. Поэтому, 
изложенные здесь методы определения парамет-
ров двухфункциональных распределений могут 
быть применены как на федеральном, так и на ре-
гиональном уровне.  

Литература 
1. Великанова Т.Б. и др. Совершенствование методики и 

моделей распределения населения по среднедушево-
му доходу [Текст] / Т.Б. Великанова, И.Б. Колмаков, 
Е.Б. Фролова // Вопросы статистики. ‒ 1996. ‒ №5. ‒ 
50-58 с. 

2. Великанова Т.Б. и др. Распределение населения по 
среднедушевым доходам. Регионы России [Текст] / 
Т.Б. Великанова, Б.П. Веденеев, И.Б. Колмаков // 
Вестн. экономики. ‒ 1997. ‒ №2. ‒ С. 25-47 

3. Колмаков И.Б. Гипотезы теории опережающего по-
требления домашних хозяйств [Текст] / И.Б. Колмаков 
// Аудит и финансовый анализ. ‒ 2007. ‒ №3. ‒ С. 410-
421. 

4. Колмаков И.Б. Методы и модели прогнозирования по-
казателей дифференциации денежных доходов насе-
ления [Текст] / И.Б. Колмаков. ‒ М.: Ин-т микроэконо-
мики, 2004. ‒ 168 с. 

5. Колмаков И.Б. Методы и модели прогнозирования по-
казателей уровня бедности [Текст] / И.Б. Колмаков // 
Вопросы статистики. ‒ 2005. ‒ №9. ‒ С. 44-54. 

6. Колмаков И.Б. Методы и модели прогнозирования по-
казателей дифференциации и поляризации денежных 
доходов населения [Текст]: автореф. дисс. … д-ра 
экон. наук / И.Б. Колмаков. – М., 2008. 

7. Колмаков И.Б. Методы прогнозирования показателей 
уровня бедности с учетом обездоленных групп насе-
ления [Текст] / И.Б. Колмаков // Проблемы прогнозиро-
вания. ‒ 2008. ‒ №5. ‒ С. 95-109. 



  

Колмаков И.Б. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАСЕЛЕНИЯ ПО УРОВНЮ ДЕНЕЖНЫХ ДОХОДОВ 

 

131 

8. Колмаков И.Б. Методы расчета показателей поляриза-
ции денежных доходов населения [Текст] / 
И.Б. Колмаков // Вопросы статистики. ‒ 2007. ‒ №9. ‒ 
С. 28-35. 

9. Королюк В.С. и др. Справочник по теории вероятно-
стей и математической статистике [Текст] / 
В.С. Королюк, Н.И. Портенко, А.В. Скороход, 
А.Ф. Турбин. ‒ М.: Наука, 1985. ‒ 640 с. 

10. Лернер Э.Ю. Экономическое моделирование и прогно-
зирование на компьютере [Текст] / Э.Ю. Лернер, 
О.А. Кашина. Казань: Изд-во КГУ, 2002. 

11. Методологические положения по статистике [Текст] / 
Госкомстат России. ‒ М., 1996. 

12. Павловский З. Введение в математическую статистику 
[Текст] / З. Павловский. ‒ М.: Статистика, 1967. ‒ 285 с. 

13. Римашевская H.М. Четыре принципиальных вопроса 
преодоления бедности в России [Текст] / 
Н.М. Римашевская // Народонаселение. ‒ 2006. ‒ №2. 
‒ С. 9-13. 

14. Суринов А.Е. Доходы населения. Опыт количествен-
ных измерений [Текст] / А.Е. Суринов. – М.: Финансы и 
статистика, 2000. – 432 с. 

15. Суринов А.Е. Уровень жизни населения России: 1992-
2002 гг. (по материалам официальных статистических 
наблюдений) [Текст] / А.Е. Суринов. – М.: ИИЦ «Стати-
стика России», 2003. – 279 с. 

Ключевые слова 
Распределение населения по уровню денежных дохо-

дов; логарифмически нормальное распределение населе-
ния; усеченное распределение Парето; двухфункциональ-
ное распределение; условия сопряжения; условия норми-
рования; фундаментальная связь дисперсии логарифма 
дохода логарифмически нормального распределения с 
параметром кривизны распределения Парето; граница 
второго усечения распределения Парето; дважды усечен-
ное распределение Парето. 

 
Колмаков Игорь Борисович 

РЕЦЕНЗИЯ 
Статья посвящена исследованию актуальных проблем, а имен-

но, методологии измерения распределения населения по уровню 
денежных доходов. Применение логарифмически нормального 
распределения населения по уровню денежных доходов приемле-
мо описывает распределение примерно до уровня среднего дохо-
да. В этом диапазоне сосредоточено до 63-67% населения и около 
33-37% доходов населения. Распределение остальных почти 70% 
доходов населения оцениваются почти экспертно. Многие авторы 
склонялись к тому, чтобы описывать доходы высокодоходных 
групп усеченным слева распределением, предложенным Парето. 

Автор впервые нашел практическое решение проблемы сопря-
жения логарифмически нормального распределения населения по 
уровню денежных доходов с распределением Парето. По условиям 
гладкости установлена левая граница начала усеченного распре-
деления Парето, а по условиям нормирования найдено положение 
правой границы усечения. Т.е. автору удалось установить, что 
распределение низкодоходных групп по уровню денежных доходов 
хорошо описывается логарифмически нормальным распределени-
ем, а распределение высокодоходных групп по уровню денежных 
доходов хорошо описывается распределением Парето. Найденные 
критерии гладкости и нормирования совпадают как для долей чис-
ленности населения, так и для долей доходов населения. На осно-
ве выполненных исследований получено дважды усеченное рас-
пределение Парето, которое и описывает распределение по уров-
ню денежных доходов высокодоходных групп населения. Особого 
внимания заслуживает трактовка высоких доходов, не наблюдае-
мых ни в выборочных обследованиях домашних хозяйств, ни в 
показателях баланса денежных доходов и расходов населения 
(БДДРН). 

Результаты практических расчетов параметров сопряжения и 
нормирования по двухфункциональным распределениям для дан-
ных 2006 г. и 2012-2014 гг., приведенные в статье, не противоречат 
ни результатам выборочного обследования, ни результатам обра-
ботки показателей БДДРН, публикуемых Федеральной службой 
государственной статистики РФ (Росстат). 

Приведенные графики гибридных распределений населения по 
уровню денежных доходов, построенные на данных 2013 г., под-
тверждают работоспособность предлагаемой автором методоло-
гии. 
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генеральный директор Открытого акционерного общества 
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