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Рассматривается простейшая модель инвестиций в основные 

средства компании с использованием заемного капитала. В каче-
стве критерия предлагается использовать прямой критерий стои-
мости собственного капитала компании. Стоимость собственного 
капитала может быть получена методом прямой капитализации 
валовой прибыли в рамках доходного подхода, что позволяет по-
ставить задачу исследования стоимости компании от объема за-
емных средств. Эту зависимость можно назвать линией финансо-
вого менеджера и изучать в различных аспектах. Ранее было пока-
зано, что линия финансового менеджера является графиком 
возрастающей, вогнутой и кусочно-линейной функции и получена 
формула для ее обобщенного дифференциала. В настоящей ра-
боте на этой основе получены рабочие формулы для ее коэффи-
циентов эластичности. Это позволяет исследовать ее устойчи-
вость относительно малых изменений предполагаемого объема 
финансирования. 

 
Рассматривается простейшая модель инвестиций в 

основные средства компании с использованием заем-
ного капитала. Эта модель представляет собой част-
ный случай моделей предложенных в [1] для изучения 
влияния заемного капитала на рост ее стоимости в 
процессе инвестиций в основные и оборотные сред-
ства компании. Целью финансового менеджмента 
компании в долгосрочной перспективе, как известно 
[2,3], является обеспечение роста ее стоимости за 
счет инвестиции собственных и заемных средств в ос-
новные и оборотные средства компании. 

В отличие [1], где используется косвенный крите-
рий валовой прибыли, в качестве критерия предла-
гается использовать прямой критерий стоимости 
собственного капитала компании. Эта стоимость в 
простейшем случае может быть получена методом 
прямой капитализации валовой прибыли в рамках 
доходного подхода [4-6], что позволяет поставить 
задачу исследования стоимости компании от объе-
ма заемных средств. Эту зависимость можно 
назвать линией финансового менеджера и изучать в 
различных аспектах. Она наглядно показывает по-
тенциальные возможности по росту стоимости ком-
пании в долгосрочной перспективе в зависимости от 
располагаемых финансовых ресурсов. 

В работе [14] было показано, что линия финансового 
менеджера является графиком возрастающей, вогну-
той и кусочно-линейной функции и получена формула 
для ее обобщенного дифференциала в смысле [7,8]. В 
настоящей работе получены формулы для ее коэф-
фициентов эластичности. Это позволяет исследовать 
ее устойчивость относительно малых изменений 
предполагаемого объема финансирования. 

Вот основные идеи, заложенные в нашей новой 
работе. Она предназначена для аспирантов и док-
торантов, специализирующихся в области финан-
сового менеджмента предприятия, а также для дей-
ствующих профессиональных оценщиков инвести-
ций и бизнеса. 

1. Двойственная форма задачи 
построения функции валовой прибыли 

Рассмотрим задачу построения функции валовой 

прибыли компании Q Q ( V )  без учета постоянных 

расходов C  [14]: 

y

Q ( V ) q ( y ) ,m a x

e , y V , y 0 ,



 

 (1) 

где 

x

q ( y ) c , x ,m a x

A x b y , x 0 .



  

 (2) 

Здесь А - технологическая m n  матрица произ-

водственной задачи (ПЗ), 
c   n  вектор столбец цен на продукцию пред-

приятия уменьшенных на удельные переменные 
расходы; 

b  m  вектор столбец производственных ресур-

сов выраженных в соответствующих единицах из-
мерения; 

е  m  вектор столбец цен производственных ре-

сурсов; 
x  n  вектор столбец выпуска продукции; 
y  n  вектор столбец дополнительно приобре-

тенных ресурсов за счет предполагаемого объема 

V  финансирования в виде долгосрочного займа по 

ставке r . 
Для функции (2) можно использовать двойствен-

ное представление [14]: 

p

q ( y ) b y , p ,m in

A * p c , p 0 .

 

 

 (3) 

Здесь А * - сопряженная n m  матрица; 
p  n  вектор столбец двойственных перемен-

ных. 
Функция минимума (3) будет вогнутой и ее суб-

дифференциал задается формулой: 

q ( y ) conv { p p ( b y ), p P ( b y )}      , (4) 

где c o n v (.)  выпуклая оболочка множества; 

P ( b y )  множество оптимальных решений 

внутренней задачи минимизации (3); 

p p ( b y )   любой его элемент. 

В частности, если множество P ( b y )  состоит из 

единственной точки p p ( b y )  , то функция ми-

нимума (3) будет дифференцируема и n  вектор 

столбец p p ( b y )   будет ее градиентом. 

Напомним, что функция валового дохода (1) будет 
также вогнутой по лемме 1.8 из [11]. Наша цель вы-
числить ее субдифференциал и оценить соответству-
ющие правый и левый коэффициенты эластичности 
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Q Q Q Q
k k ( V ), k k ( V )

   
  . Напомним, что V - скаляр-

ный параметр. Имея коэффициенты эластичности 
функции валового дохода можно оценить соответ-

ствующие коэффициенты 
X X X X

k k ( V ), k k ( V )
   
   

эластичности линии менеджера [14]: 

Q ( V ) C rV
X X ( V )

i

 
  , (5) 

где i   стоимость собственного капитала. 

Эта зависимость наглядно показывает потенци-
альные возможности по росту стоимости компании в 
долгосрочной перспективе в зависимости от распо-
лагаемых финансовых ресурсов. 

2. Вычисление субдифференциала 
функции дохода в дифференцируемом 
случае 

Введем функции: 
0

m
1

i i
i 1

j

j 1

F ( V , y ) q ( y ) ;

F ( V , y ) e y V ;

F ( V , y ) y ; j 2 , . . . , m 1 ,







 

   

 (6) 

и рассмотрим функцию максимума со связанными 
переменными: 

0

y W ( V )

Q ( U ) F ( V , y ) ,m a x


  (7) 

где  

 
T j

W ( V )

u E F ( V , y ) 0 , j 1 , 2 , .. . , m 1 l ,



     
 (8) 

на множестве: 

 Z 0 , U ; U 0 .   (9) 

Тогда множества Z ,W ( V ),V Z , - ограничены, 

функции j
F  непрерывны вместе с j j

V y
F , F  на 

T
Z E , j 0 , 1 , .. . , l ,   где Z Z  - некоторое ограни-

ченное открытое множество. Для j 0  непрерыв-

ность j j

U u
F , F  по совокупности переменных следует из 

предположения о дифференцируемости по y  функ-

ции q ( y )  и независимости ее от V . Для остальных 

j  это видно непосредственно из определения (6). 

Кроме того выполнено условие регулярности [15]: 
j

y 0

0

F ( V , y ) , j J ( V , y ) , л и н е й н о  н е з а в и с и м ы  п р и  

л ю б ы хV Z , y W ( V ) .

 

 

 (10) 

Здесь обозначено: 

   
j

0 0

y W ( V )

J ( V , y ) j J F ( V , y ) ; 0 ; J 1 , 2 , . . . , l ;

W ( V ) y W ( V ) F ( V , y ) F ( V , y ) ; 0 .m in





 

 


     

 
     

 

 (11) 

Функция 0
F ( V , y ) q ( y ) - дифференцируема и, 

следовательно, липшицева, а точечно-множествен-

ное отображение W ( V )  непрерывно по Хаусдорфу 

(определение см. [11]) на Z  , что проверяется непо-
средственно. В этих условиях из результатов [15] 
следует существование производной по любому 

направлению 1
v E вогнутой функции связанного 

максимума Q  на Z  , причем: 

g G ( V )

Q ( V )
g , v ,m in

v 





 (12) 

где 
0

V1

0

y 0

g F ( V , y )
G ( V ) c o g E ,

A * ( V , y )F ( V , y ) , y W ( V )

   
  

   

 (13) 

c o  замыкание выпуклой оболочки множества, * - 

знак сопряжения, 1 m
A ( V , y ) : E E  - произвольный 

линейный оператор (матрица при фиксированных 

базисах в 1
E  и m

E ), удовлетворяющий равенству: 
J * J *0 0

V y
F ( V , y ) F ( V , y ) A ( V , y ) 0 .   (14) 

Здесь 

 

J

j

J J ( V , y ) , F ( V , y )

F ( V , y ) , j J ( V , y ) .



 



 

 
 (15) 

В [16] было установлено дополнительно к (12), 

что при сделанных предположениях (14) представ-
ляет собой точное выражение для субдифференци-
ала (множества ее субградиентов) вогнутой функ-
ции связанного максимума (7). 

Из условия (11) следует, что векторы 
j

0
( F ( V , y ), j J ( V , y ))   линейно независимы при 

любых 
0

V Z , y W ( V )  . Тогда в качестве опера-

тора A  можно взять, например, оператор [16]: 
1

J J * J J *0 0 0 0

V y y y
A * ( V , y ) F F F F .



  
 

 (16) 

3. Вычисление субдифференциала 
функции дохода в 
недифференцируемом случае 

С учетом того, что 0

V
F ( V , y ) q ( y )  и следователь-

но 0

V
F ( v , y ) 0  формулу (10) можно записать в виде: 

 
1 0

y 0
G ( V ) c o g E g A * ( V , y )F ( V , y ) , y W ( V ) .     (17) 

Для вогнутой функции 0

V
F ( V , y ) q ( y )  в формуле 

(17) можно заменить формально градиент 0

y
F ( V , y )  

на любой ее субградиент p p ( b y ) P ( b y )    : 

 
1

0
G ( V ) c o g E g A * ( V , y ) p , y W ( V ), p P ( b y ) .       (18) 

Тем же методом как терему 4.11 в [17] можно 
доказать дополнительно к (12), что при сделанных 
предположениях (18) представляет собой точное 
выражение для субдифференциала (множества ее 
субградиентов) вогнутой функции связанного мак-
симума (7) в общем недифференцируемом случае. 

Соответствующие формулы для коэффициентов 

эластичности 
Q Q Q Q

k k ( V ), k k ( V )
   
   производные 

(12) функции связанного максимума по направлени-

ям v 1 , v 1
 
    имеют вид: 

Q

g G ( V )

Q ( V )
k m in g , v

v

 






 


, (19) 
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Q
g G ( V )

g G ( V )

Q ( V )
k m in g , v g , vm a x

v

  







   


. (20) 

С учетом формулы (5) получим связь между суб-
дифференциалами функции дохода и функции фи-
нансового менеджера: 

Q ( V ) r
X X ( V )

i

 
    , (21) 

откуда следуют соответствующие формулы для 
коэффиицентов эластичности линии финансового 
менеджера: 

X Q X Q
k ( k ( V ) r ) / i , k ( k ( V ) r ) / i

   
    . (22) 

4. Примеры вычисление 
субдифференциала функции дохода и 
соответствующих коэффициентов 
эластичности 

Пример 1. Вычислить оператор A  по формуле 

(17) и соответствующий ему субградиент в формуле 
(14) в модельном примере из [17], считая, что 

m 3 , e ( 6 0 , 4 0 , 5 0 )  для случаев: a) 

 0
J ( V , y ) 1 , 2  при V 8 0 , b)  0

J ( V , y ) 1  при 

V 8 0 , c)  0
J ( V , y ) 1 , 3  при V 8 0 . 

Решение. a) В этом случае градиенты функций (6) 
в активных ограничениях задачи (7) имеют вид: 

1 2
F ( 1 , 6 0 , 4 0 , 5 0 )* ; F ( 0 , 1 , 0 , 0 ) * .       (23) 

Оператор A  по формуле (17) равен: 

 

1
* *

1

6 0 1 6 0 1 6 0 1

A * ( V , y ) ( 1 , 0 ) 4 0 0 4 0 0 4 0 0

5 0 0 5 0 0 5 0 0

6 0 4 0 5 07 7 0 0 6 0

1 , 0
6 0 1 1 0 0

6 0 4 0 5 01 6 0
1

( 1 , 0 )
6 0 7 7 0 0 1 0 04 1 0 0

1
( 1 , 6 0

4 1 0 0





        
      

            
      

        

   
   

    
   

  

   
   
   



6 0 4 0 5 0
1

) ( 0 4 0 5 0 )
1 0 0 4 1 0 0

2 1
( 0 , , ) ( 0 ; 0 , 0 1 0 ; 0 , 0 1 2 ) .

2 0 5 8 2

 

   
 
 

 

 (24) 

Cсоответствующий ему субградиент в формуле 
(13) имеет вид: 

 

0 0

V y

1

2 2 3

3

g F ( V , y ) A * ( V , y )F ( V , y ) 0

p

( 0 ; 0 , 0 1 0 ; 0 , 0 1 2 ) p 0 , 0 1 0 p 0 , 0 1 2 p ,

p

   

 

 
  

 
 
 

 (25) 

где: 
1 2 3

p p ( b y ) ( p , p , p ) *    единственное в 

случае дифференцируемости функции q ( y )  реше-

ние внутренней задачи минимизации (3). 
b) В этом случае единственный градиент функций 

(6) в активных ограничениях задачи (7) имеет вид: 
1

F ( 1 , 6 0 , 4 0 .5 0 ) * .    (26) 

Оператор A  по формуле (16) равен: 

      

1
* *

1

6 0 6 0 6 0

A * ( V , y ) ( 1 ) 4 0 4 0 4 0

5 0 5 0 5 0

1 7 7 0 0 6 0 , 4 0 , 5 0

6 4 5
( , , ) ( 0 , 0 0 8 ; 0 , 0 0 5 ; 0 , 0 0 6 ) .

7 7 0 7 7 0 7 7 0





      
      

         
      
      

 

 

 (27) 

Cсоответствующий ему субградиент в формуле 
(13) имеет вид: 

 

0 0

V y

1

2

3

1 2 3

g F ( V , y ) A * ( V , y )F ( V , y ) 0

p

( 0 , 0 0 8 ; 0 , 0 0 5 ; 0 , 0 0 6 ) p

p

0 , 0 0 8 p 0 , 0 0 5 p 0 , 0 0 6 p ,

   

 

 


 
 
 

  

 (28) 

c) В этом случае аналогично a) градиенты функций 
(6) в активных ограничениях задачи (7) имеют вид: 

1 3
F ( 1 , 6 0 , 4 0 .5 0 )* ; F ( 0 , 0 , 1 , 0 ) * .       (29) 

Оператор A  по формуле (17) равен: 

 

 

1
* *

1

6 0 0 6 0 0 6 0 0

A * ( V , y ) ( 1 , 0 ) 4 0 1 4 0 1 4 0 1

5 0 0 5 0 0 5 0 0

6 0 4 0 5 07 7 0 0 4 0

1 , 0
4 0 1 0 1 0

6 0 4 0 5 01 4 0
1

( 1 , 0 )
4 0 7 7 0 0 0 1 05 1 0 0

1
( 1 , 4 0

5 1 0 0





        
      

            
      

        

   
   

    
   

  

   
   
   



6 0 4 0 5 0
1

) ( 6 0 0 5 0 )
0 1 0 5 1 0 0

3 1
( , 0 , ) ( 0 , 0 1 2 ; 0 ; 0 , 0 1 0 ) .

2 5 5 1 0 2

 

   
 
 

 

 (30) 

Cсоответствующий ему субградиент в формуле 
(13) имеет вид: 

 

0 0

V y

1

2 1 3

3

g F ( V , y ) A * ( V , y )F ( V , y )

p

0 ( 0 , 0 1 2 ; 0 , 0 1 0 ) p 0 , 0 1 2 p 0 , 0 1 0 p ,

p

  

 

 
   

 
 
 

 (31) 

Пример 2. Вычислить производную по направлениям 
1

v 1 E    по формуле (12) и соответствующие пра-
вый и левый коэффициенты эластичности 

Q Q Q Q
k k ( V ), k k ( V )

   
   в модельном примере из [17] 

для тех же случаев, считая, что: a) 

 P ( b y ) ( 0 , 3 5 , 5 )   при V 8 0 , b) 

 P ( b y ) c o n v ( 0 , 3 5 , 5 ); ( 1 4 , 0 ,1 2 )   при V 8 0 , 

c)  P ( b y ) ( 1 4 , 0 , 1 2 )   при V 8 0 . 

Решение. a) В этом случае производная по 

направлениям 1
v 1 E    совпадает с производной 

дифференцируемой функции и равна: 

2
g G ( V )

3

Q ( V )
g , v g , v 0 , 0 1 0 pm in

v

0 , 0 1 2 p 0 , 0 1 0 3 5 0 , 0 1 2 5 0 , 3 5 0 , 0 6 0 , 4 .




   



       

 (32) 
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Соответствующие правый и левый коэффициенты 

эластичности 
Q Q Q Q

k k ( V ), k k ( V )
   
   совпадают и 

равны общему значению этой производной: 

Q Q
k ( V ) k ( V ) 0 , 4 1 .

 
   (33) 

b) В этом случае производные по направлениям 
1

v 1 E    равны: 

g G ( V )

1 2 3
p P ( b y )

1 2 3
p P ( b y )

1 2 3
p P ( b y )

Q ( V )
g , v g , vm in

v

( 0 , 0 0 8 p 0 , 0 0 5 p 0 , 0 0 6 p )vm in

( 0 , 0 0 8 p 0 , 0 0 5 p 0 , 0 0 6 p ) , v 1 ,m in

( 0 , 0 0 8 p 0 , 0 0 5 p 0 , 0 0 6 p ) , v 1 .m a x



 

 

 


  



   

   


 
    




 (34) 

Соответствующие правый и левый коэффициенты 

эластичности 
Q Q Q Q

k k ( V ), k k ( V )
   
   равны модулю 

производной по направлению: 

 

 

 

Q
k ( V ) m in 0 , 0 0 5 3 5 0 , 0 0 6 5 ; 0 , 0 0 8 1 4 0 , 0 0 6 1 2

m in 0 , 1 7 5 0 , 0 3 0 ; 0 , 1 1 2 0 , 0 7 2

m in 0 , 2 0 5 ; 0 , 1 8 4 0 , 1 8 4 .


       

   

 

 (35) 

 

 

 

Q
k ( V ) m a x 0 , 0 0 5 3 5 0 , 0 0 6 5 ; 0 , 0 0 8 1 4 0 , 0 0 6 1 2

m a x 0 , 1 7 5 0 , 0 3 0 ; 0 , 1 1 2 0 , 0 7 2

m a x 0 , 2 0 5 ; 0 , 1 8 4 0 , 2 0 5 .


       

   

 

 (36) 

В настоящей работе вычислен субдифференциал 
функции связанного максимума для функции до-
ходности в производственной задаче и на этой ос-
нове получены рабочие формулы для коэффициен-
тов ликвидности линии финансового менеджера в 
общем случае и приведены примеры их практиче-
ского использования. Это позволяет исследовать ее 
устойчивость относительно малых изменений пред-
полагаемого объема финансирования. 
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РЕЦЕНЗИЯ 
Рассматривается простейшая модель инвестиций в основные сред-

ства компании с использованием заемного капитала. В качестве крите-
рия предлагается использовать прямой критерий стоимости собствен-
ного капитала компании. Стоимость собственного капитала может быть 
получена методом прямой капитализации валовой прибыли в рамках 
доходного подхода, что позволяет поставить задачу исследования 
стоимости компании от объема заемных средств. Эту зависимость 
можно назвать линией финансового менеджера и изучать в различных 
аспектах. Она наглядно показывает потенциальные возможности роста 
стоимости компании в долгосрочной перспективе в зависимости от 
располагаемых финансовых ресурсов.  

В предыдущих работах авторов на эту тему было показано, что 
линия финансового менеджера является графиком возрастающей, 
вогнутой и кусочно-линейной функции и получена формула для ее 
обобщенного дифференциала. В настоящей работе на этой основе 
получены рабочие формулы для ее коэффициентов эластичности. 
Это позволяет исследовать ее устойчивость относительно малых 
изменений предполагаемого объема финансирования. 

Вот основные идеи, заложенные в работе. Она предназначена 
для аспирантов и докторантов, специализирующихся в области 
финансового менеджмента предприятия, а также для действующих 

профессиональных оценщиков инвестиций и бизнеса. 
Фирсова Е.А., д.э.н, профессор, проректор по научной работе, 

заведующий кафедрой бухгалтерского учета и аудита Тверской 
государственной сельскохозяйственной академии. 


