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методы в экономике» Российского экономического 

университета им. Г.В. Плеханова 

В статье рассмотрены динамические модели управления ограни-
ченными ресурсами промышленных предприятий. Рассмотрены воз-
можности применения данных моделей при интервальном задании 
параметров, в условиях неопределенности исходных данных и с уче-
том привлечения предприятием заемных средств. Задачи решаются с 
помощью экономико-математического моделирования. На примере 
промышленного предприятия проиллюстрирована реализация модели 
оптимизации управления потоками производственных ресурсов. 

Оптимальное распределение ресурсов в 
детерминированной модели 
конвейерного типа 

Конвейерные системы обработки заявок характеризу-
ются параллельной одновременной обработкой не-
скольких видов заявок на различных технологических 
операциях при заданной интенсивности их поступления. 

Параллелизм обработки одной партии заявок на не-
скольких последовательных операциях обработки до-
стигается за счет того, что возможна передача любой 
части обработанной партии заявок на последующую 
операцию, в отличие от систем календарного плани-
рования, где обработка партии заявок возможна толь-
ко после того как на предыдущей операции обработа-
на полностью вся партия заявок. 

Под заявками могут пониматься детали, полуфабри-
каты и заготовки изделий на промышленных предпри-
ятиях, информационные документы на вычислитель-
ных и информационных центрах, специализирующихся 
в области компьютерной обработки, транспортируе-
мые грузы, поступающие на пункты перевозки. 

При анализе работы конвейерной системы обработ-
ки заявок пользователя могут интересовать прежде 
всего такие показатели работы: 
 время ожидания заявок в очереди на обработку; 

 производительность системы по каждому виду обрабаты-
ваемых заявок; 

 объем межоперационных заделов на конец директивного 
периода; 

 общий объем обработанных заявок за директивный пери-
од. 

Перечисленные показатели работы системы зависят 
от того, насколько рационально распределены ресур-
сы системы, участвующие в обработке поступающего 
потока заявок. 

Рассмотрим основные уравнения, описывающие 
функционирование конвейерных систем. 

Технологическая схема обработки заявок в конвей-
ерной системе может быть представлена в виде ор-
графа G(М,N), в котором вершины имитируют опера-
ции обработки, а дуги задают технологическую после-
довательность обработки заявок на операциях. Таким 
образом, анализируемая система относится к классу 

технологических задач [2]. Обозначим через V(t,τ) век-
тор-функцию компонента i, который представляет оче-
редь заявок, имеющих время ожидания в системе не 
более чем τ(τ ≥ 0). Введем также векторы-функции 
U(t,τ) и Q(t,τ) так, что Ui(t,τ) задает интенсивность по-

ступления заявок со временем ожидания в системе не 
более τ на операцию i в момент времени t. Аналогично 
определяется интенсивность обработки заявок Qi(t,τ) 
на операции i.  

Будем предполагать, что U(t,τ) содержит в качестве 
аддитивной компоненты вектор-функцию U0(t,τ) внеш-
них поступлений, по предположению имеющих нуле-
вой возраст: 

Ui(t,τ) = l(τ) Ui
0
 (t), 

где  
l(τ) – функция скачка, заданная следующим образом: 










.0,1

;0,0
)(l




  

Для очереди Vi(t,τ) операции i уравнение баланса: 

)(t,Q-)(t,U
 )(t,V

t

 )(t,V
ii

ii 













. (1) 

Его можно получить, учитывая, что приращение:  
Vi(t + ∆t,τ) – Vi(t,τ)  

очереди за время dt складывается из разности: 
(Ui(t,τ) – Qi(t,τ))  

и объема заявок, выбывших из очереди вследствие 
старения. За время dt объем выбывших заявок составит:  

dt
 )(t,Vi








. 

Интенсивность поступления заявок U(t,τ) определим 
следующим образом:  

U (t,τ) = U
0
 (t,τ) + D̂ (t) Q(t,τ).  (2) 

где  

матрица D̂ (t) такова, что величина dij(t) Qj(t,τ) зада-
ет интенсивность заявок, передаваемых с элемента i 
на элемент j;  

dij(t) – элементы матрицы D̂ (t). 

Уравнение (2) задает поступления заявок для систе-
мы обработки однородных заявок. Если же обрабаты-
ваются заявки нескольких, то для заявок К видов за-
дадим межэлементные связи в технологическом графе 
G(М,N), отражающем последовательность обработки 
заявок на операциях трехмерным матричным операто-

ром D
~

(t), действующим на матрицу Q(t,τ): 

U (t,τ) = U
0
 (t,τ) + D

~
(t) Q(t,τ).  

Здесь  
Uij(t,τ), Qij(t,τ), Uij

0
(t,τ) – элементы соответствующих 

матриц  
(i = 1, ..., Ni, ,j = 1, ..., K),  

где  
Ni – число операций в цикле обработки заявок вида i; 

dlij(t) – элемент матрицы:  

D
~

(t) (i =1, ..., Ni, j = 1, ..., Ni, l = 1, ..., K),  
при этом элемент dlij(t) Qij(t,τ) задает интенсивность за-

явок, передаваемых элементом i на элемент j для вида l. 
Динамика изменения очередей заявок на операциях 

без учета времени ожидания задается следующим со-
отношением: 
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(t),)QD-Ê(-(t)U
t

 )(t,V
ii

0i 


 
(i =1, .., K). 

Здесь  
Vi(t) – вектор-функция очередей на операциях i-го 

типа заявок;  
Di – матричный оператор межэлементных связей;  
Qi(t) – вектор производительностей на операциях по 

i-му виду заявок;  
Uij

0
(t,τ) – вектор внешних поступлений;  

Ê – единичная матрица.  
Производительности, с которыми происходит обра-

ботка заявок Qij(t), на технологических операциях 
обеспечиваются при помощи ресурсов в системе об-
работки, заданных вектором С = (С1, ..., Сm). Для того 
чтобы обеспечить на операции i производительность 
обработки Qij(t), необходимо выделить на этой опера-
ции ресурсы в количестве  

r ij(t)= Oij(t)  ij, 

где  

 ij = ( 1 ij, ....., 
m ij) m-мерный вектор трудозатрат 

на операции j по виду заявок i.  
Полагаем, что ресурсы можно мгновенно перебра-

сывать с одной операции на другую в количестве, не 
превышающем координат вектора: 

С = (С1, ..., Сm).  

Рассмотрим задачу оптимального распределения ре-
сурсов по критерию максимизации суммарного объема 
обработанных заявок за директивный период в следу-
ющей постановке. 

Необходимо максимизировать функционал 

,dt)t(Q
K

0i

T

0
iNi 



  (3) 

где ),t(Qlim)t(Q ijij 
 

  при ограничениях: 

lij
l

K

1i

Ni

1j
ij CQ  

 

 , l = 1, …, m;  tє [0,T];  (4) 

   


t

0

t

0 RijQpe

t

0
plijijij 'dt)'t(Q'dt)'t(u)0(Vdt)'t(Q ; (5) 

i

T

0
iNi bdt)t(Q  , i =1, …, K. (6) 

Здесь  
Ni – номер последней операции по i-му типу заявок; 
Rij – множество операций предшественников для j-й 

операции по виду заявок i;  
интервал (О,Т) задает длительность периода плани-

рования;  
b = (b1, …, bm) – вектор, задающий плановый объем 

заявок, который необходимо обработать к концу ди-
рективного периода. 

Рассмотрим частный случай задачи (3-6) при усло-
вии, что:  

К = 1, m = 1, uij(t); b1 = 0,   Vij 0;  

граф, задающий последовательность обработки за-
явок, является цепью.  

Приводимый ниже алгоритм распределения ресур-
сов максимизирует функционал (3) при ограничениях 
(4-6) для любого интервала [0,t] є [0,T].  

Описание алгоритма.  
Шаг 0. Полагаем i = N1;   t0 = 0. 
Шаг 1. На все операции, начиная с операции i по 

операцию, ресурсы выделяются в количестве 




1N

ik

1

k1j11 /С  , (j = i, i + 1, ..., N1). 

Будем считать, что ресурсы не выделяются на опе-
рации 1, …, i − 1. Производительности на операциях 

для всех: 

]t;t[t 1j1Nj1N    

задаются следующим образом:  


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Здесь 




1N

il´
1

1

e1i1j1N1j1N C/)0(Vtt  . 

Шаг 2. Изменяем значение i по формуле i = i+1. Если 
i < 1, то выход из алгоритма, в противном случае пе-
рейти к шагу 1.  

Докажем, что алгоритм оптимально распределяет 
ресурсы по критерию максимального объема обработ-
ки заявок за любой период [0,t]  [0,T]. 

Обозначим i1N1j1Ni tt    . 

Предположим, что существует распределение ресурсов, 

обеспечивающее производительности ),t(q
~

),...,t(q
~

1N111  

для которых выполняются ограничения (4) и суще-
ствует такой момент времени t *  [0,T], что 

 


1N

1i
i1

1N

1i
i1 *)t(V

~
*)t(V ,  (7)  

где  
V1i(t*) – величина очереди на операции i (i = 1, …, N1) 

в момент времени t*, если ресурсы распределены со-
гласно приведенному алгоритму; 

*)t(V
~

i1  – величина очереди среди заявок на опера-

ции i ( i= 1, … ,N1), если производительности на опе-

рациях заданы функциями )t(q
~

),...,t(q
~

1N111 . 

Не уменьшая общности, можно считать: 

 




1k

1i

K

1´i

i*ti  . 

В силу соотношения (7) имеем: 


*t

0
1N1

*t

0
1N1 dt)t(q

~
dt)t(q .  

В свою очередь: 

  


1N
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1

j11

1N

kj

*t

0

1N

1kj
j11N1 /C)j*t()0(Vdt)t(q  . 

Тогда объем заявок, обработанный к моменту вре-
мени t* при производительностях, может быть пред-

ставлен так: 

.0V;V/

/C)i*t()0(V'dt)'t(q
~

1N

kj

1

j1

1

K

ki

*t

0

1N
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
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





 (8) 

Оценим время обработки tобр этого объема заявок 
при выполнении ограничений (4):  

,*tC/V)j*t(jt
1N

1kj
1i1

K

1j

K

1j
обр  



    (9) 

где l k. 
Неравенство (9) противоречит тому, что к моменту 

времени t* может быть обработан объем заявок, за-
данный правой частью равенства (8), что означает оп-
тимальность приведенного алгоритма.  
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В простейшем случае конвейерная система обработ-
ки может быть графически задана ориентированным 
ациклическим графом, состоящем из нескольких па-
раллельных цепочек, задающих перечень операций по 
каждому виду заявок и последовательность обработки 
на этих операциях. Такой ориентированный граф еще 
называют П-сетью, на вход сети подается поток мате-
риальных ресурсов производства (или финансовый 
поток, предназначенный для закупки материальных 
ресурсов), который должен быть обработан с учетом 
имеющегося производственного арсенала на всех тех-
нологических операциях и на выходе таким образом 
будет получена готовая продукция. Графически такой 
процесс обработки для М видов заявок может быть 
представлен следующим образом (рис. 1). 

 

Рис. 1. Технологическая последовательность  
операций П-сети 

Рассмотрим задачу оптимизации управления пото-
ками материальных и производственных ресурсов по 
критерию максимизации суммарного маржинального 
дохода от произведенной продукции в периоде (0, Т), 
который будет получен после ее реализации. В этом 
случае необходимо решить следующую задачу опти-
мального управления: 

maxdt (t)q
T

0
iiN

M

1i
i 



 .  (10) 

Здесь i  – маржинальный доход от выпуска одной 

единицы продукции вида i;  

iiNq (t) – искомая интенсивность обработки заявок 

вида i на последней iN  операции (i =1,2,…,M).  

Пройдя обработку на операции 
iiN0 , на выходе будет 

получена конечная продукция вида i (i = 1,2,…,M). Учи-
тывая, что ни на одной операции производственного 
цикла не может быть обработано большее количество 
заявок, чем поступило, необходимо учитывать следу-
ющее ограничение: 

'dt)'t(q)0(V'dt)'t(q
t

0
1ijij

t

0
ij   ,   (11) 

где  
i =1,2,…,M;  

j =1,2,…, iN ;  

t (0,T). 

Здесь )0(Vij  – объем незавершенного производства 

на операции ij0  в момент t = 0.  

Далее будем предполагать, что обработка заявок на 
каждой операции происходит с использованием про-
изводственных ресурсов, к которым относятся: станки, 
оборудование, технологическая оснастка, обслужива-
ющий персонал и другое. Объем этого вида ресурсов 

задан с использованием вектора С = ( m1 С,...,С ). Для 

того чтобы на операции 
ij0  обеспечить единичную 

производительность, необходимы производственные 
ресурсы в количестве заданном векторами 

),...,,( m

ij

2

ij

1

ijij   , i = 1,2,…,M; j =1,2,…,
iN . 

Если же необходимо обеспечить производитель-

ность ijq  на операции ij0 , то соответственно требуе-

мый объем производственных ресурсов необходимо 

увеличить в 
0

ij

ij

q

q
 раз (в линейном случае). Тогда вектор 

производственных ресурсов примет вид:  

)
q

q
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q

q
*(

0

ij

ijm

ij0

ij

ij1

ijij   , i = 1,2,…,M; j =1,2,…,
iN . 

При задании производительностей ijq (t) на каждой 

операции ijq  (i = 1,2,…,M; j = 1,2,…,
iN ) объем исполь-

зуемых ресурсов не должен превышать соответству-

ющих компонент вектора С = ( m1 С,...,С ). Иными сло-

вами, должно выполняться следующее неравенство:  

l
M

1i

iN

1j

l

ij0

ij

ij
C*

q

q
 

 

 , l = 1,2,…,M; t (0,T).  (12) 

Количество выпущенной на интервале (0, T) продук-
ции каждого вида не должно быть выше объема спро-

са iPt , что определяется следующим неравенством: 

 
T

0
iiiN Ptdt)t(q , i = 1,2,…,M. (13) 

Рассмотрим алгоритм решения задачи (10-12) (без 

ограничения на спрос (13)) при условии, что )0(Vij  > 0, 

i = 1,2,…,M; j = 1,2,…,
iN .  

В момент t = 0 в этом случае необходимо назначить 

производительности 
iiNq (i = 1,2,…M), обеспечиваю-

щие максимальный маржинальный доход за единицу 
времени, т.е.  

maxq
iiN

M

1i
i 



 ,  (14) 

при ограничениях: 

l
M

1

l

iiN0

iiN

iiN
C

q

q
  , l = 1,2,…,M;   (15) 

iiNq  0, i = 1,2,…M.  (16) 

Задача (14-16) является задачей линейного про-
граммирования, решение которой не представляет 
принципиальных трудностей. Получив решение задачи 
(14-16), которое обозначим: 

)q...,qq(Q 1

MN1

1

,2N1

1

,1N1

1

iN  , 

можно вычислить минимальное время 1 , за которое 

будет полностью обработан весь объем незавершенного 
производства на одной из конечных операций: 

MMN1N1 O,...,O . 

Очевидно, что  

1

iNi

iNi

1
q

)0(V
min , i =1,2,…,M.   (17) 
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Если 
1    T, то задача (10-12) решена. При этом 

оно будет оптимальным не только для целевой функ-
ции (10), но и для целевой функции вида: 

 


M

1i

t

0
iNii ,'dt)'t(q  )T,0(t  . 

Приведенная процедура разбивает интервал планиро-
вания обработки заявок на отрезки (0,t1), [t1,t2),…, [tn-1,T), 

каждый из которых характеризуется одним и тем же мно-
жеством операций, на которых существуют неотрицатель-
ные очереди необработанных заявок. Правая граница 
каждого отрезка соответствует моменту завершения об-
работки очереди на одной из операций. Таким образом, 
предложенный подход дает решение задачи (1-4) для лю-
бого временного интервала (0,t) (0,T).  

Пусть выполняется 
1  < T и минимум в выражении 

(17) достигается на каком-либо 1  MK1  . В этом 

случае для организации выпуска продукции вида 
1K  

необходимо выделять производственные ресурсы не 

только на операцию 
1KN1KO , но и на предыдущую опе-

рацию 
11KN1KO


. Следовательно, производительности 

на конечных операциях, как и ранее, назначаются ис-
ходя из того, что максимизируется целевая функция 
(14), а вместо ограничений (15-16) используются сле-
дующие ограничения: 




M

1i

l

iiN0

iiN

iiN

q

q
  + l

11KiN0

11KN1K

11KN1K

q

q





  lC , l = 1,2,…,M;   (18) 

11KN1K1KN1K qq


 ;  (19) 

iiNq  0, 
11KN1Kq


 0, i = l = 1,2,…,M.  (20) 

Ограничения (18) и (20) свидетельствуют о том, что 
производственные ресурсы для выпуска продукции 

вида 1K  должны выделяться не только на последнюю 

операцию, 
1KN , но и на операцию 11KN 

. 

Далее находится минимум следующих соотношений: 




















2

11KiN

11KN1K

2

iiN

1KminiiN

M,1i q

V
,

q

)(V
min


. 

Здесь 2

iiNq и 2

11KiNq


 – решение задачи (14, 18, 20). 

Таким образом, если ijV  > 0, то решение задачи (10-12) 

(без ограничения на спрос) сводится к решению серии 
задач линейного программирования. 

Если есть ограничения на спрос, то необходимо при 
решении задачи (10-13) отслеживать момент времени 

i , для которого: 

 
i

0
iiiN bdt)t(q



, i = 1,2,…,M. 

Далее с момента времени i  выпуск продукции вида 

i останавливается.  
Рассмотрим ситуацию, когда есть еще ограничение 

на заказы, т.е.:  

i

T

0
iiN Zdt)t(q  , i = 1,2,…,M, (21) 

Здесь iZ  – объем продукции вида i, который необхо-

димо поставить заказчику на интервале времени (0,T).  

В этом случае необходимо оценить объем незавер-
шенного производства по всем видам продукции, т.е. 
выполнение неравенства: 

i

iN

1j
ij ZV 



, i = 1,2,…,M.  (22) 

В то же время выполнение условия (22) еще не га-
рантирует выполнения заказа, поскольку, несмотря на 
то, что все материальные ресурсы поставлены в необ-
ходимых объемах, производственные мощности пред-
приятия не могут обеспечить выпуск продукции каждо-

го вида в объемах 
iZ  за период (0, Т).  

Рассмотрим ситуацию, когда: 

iZ 
iiNV , i = 1,2,…,M.  (23) 

Выполнение ограничения (23), в частности, означает, 
что объем незавершенного производства на послед-
ней операции по каждому виду продукции достаточен 
для выполнения заказа. В этом случае решение зада-
чи оптимального управления (10-13, 23) сведется к 
решению следующей задачи линейной оптимизации: 

maxq
iiN

M

1i
i 



 ;  (24) 

l
M

1i

l

iiNiiN Cq 


 , l = 1,2,…,M;  (25) 

iiNq*T  Zi, i = 1,2,…,M;  (26) 

iiNq*T
iPt , i = 1,2,…,M;  (27) 

iiNq  > 0, i = 1,2,…,M.  (28) 

Здесь Т – продолжительность директивного периода 
(0,Т).  

Если задача (24-28) имеет решение, то производи-

тельности 
iiNq  являются постоянными в течение всего 

интервала времени. 
В том случае если задача (24-28) не имеет решения, 

необходимо инвестировать средства в увеличение 
производственных мощностей, т.е. приобретение до-
полнительного оборудования, станков, привлечение 
дополнительного количества обслуживающего персо-
нала, а также приобретение материально-сырьевых 
ресурсов и вспомогательного материала. Таким обра-
зом, мы должны перейти от производительных ресур-

сов, заданных вектором С = ( m1 С,...,С ) к увеличенным 

производственным ресурсам: 

С + y = ( m

m

1

1 yС,...,yС  ),  

где jy  – дополнительное количество производ-

ственных ресурсов вида j (j =1,2,…,M).  
Естественным требованием при приобретении до-

полнительного производственного оборудования яв-
ляется минимизация затрат на его приобретение. Это 
требование можно выполнить, решив следующую оп-
тимизационную задачу: 

  
 

M

1j

R

1l
lljj minbLy  ;  (29) 

l

l
M

1

l

iiNiiN yCq   , l = 1,2,…,M;  (30) 

iiNq*T  Z i , i = 1,2,…,M;  (31) 

iiNq*T
iPt , i = 1,2,…,M;  (32) 
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iiNq  >0, i = 1,2,…,M;  (33) 

,0y i   Zy i
.  (34) 

Решив задачу (29-34) и получив в качестве решения 
объемы дополнительно закупаемого оборудования 

jy , мы переходим к решению задачи (24-28) с учетом 

того, что в правой части производственные ресурсы в 
количестве:  

lC  + 
ly  (l = 1,2,…,M),  

Если ограничение (23) для какого-либо вида продук-
ции Р не выполняется, то существует такое j, что  

ppj ZV  , 1  p  M,   (35) 

тогда задача оптимального управления (10-13, 23) 
сводится к решению следующей задачи линейного 
программирования. 

maxq
M

1i
iNii 



 ;  (36) 

l
Np

1k

l

pKpK

M

1i

l

iNiiNi Cqq 


 , l =1,…,M;  (37) 

pNp1pjpj q...qq  
;  (38) 

iiNq*T  Z i , i = 1,2,…,M;  (39) 

iiNq*T iPt , i = 1,2,…,M;  (40) 

iiNq    0, 0qpj  , i = 1,2,…,M, j = l,...,Np.  (41) 

Формулируя задачу оптимизации управления произ-
водственными ресурсами (36-41), необходимо учиты-
вать, что по виду продукции Р необходимо осуще-
ствить обработку незавершенного производства не 

только на операциях pNpO , но и на предшествующих 

операциях ,O,...,O pj1pNp что требует дополнительного 

привлечения производственных ресурсов (ограниче-
ние (37)), а также согласование производительностей 
по операциям продукции вида Р (ограничение (38)).  

Интервальное задание маржинального 
дохода в динамической модели 
конвейерного типа 

Рассмотрим задачу (10-13, 23) в условиях, когда маржи-
нальный доход по каждому виду выпускаемой продукции 
может принимать любое значение из заданного интервала 

 2

i

1

i , , т.е. i  2

i

1

i , . В этом случае возникает про-

блема, какие решения из множества допустимых произ-

водственных программ Q̂  L1 Q,...,Q  могут быть опти-

мальными и на каком множестве возможных значений 

i  они остаются оптимальными. Иными словами мож-

но ли разбить многомерный параллелепипед значений 
маржинальной доходности выпускаемой продукции P = 

 


n

1i

2

i

1

i ,  на области V1 O,...,O  так чтобы выполня-

лись следующие два условия: 

I. PO
V

1j
j 



 . 

II. Для каждой jO существует некоторая производ-

ственная программа jQ , которая остается оптималь-

ной для всех значений jQ  ),...,,(( M21   . 

Решение этой задачи сводится к организации сле-
дующей процедуры. 

1. Формирование множества потенциально опти-
мальных производственных программ. Для этого стро-
ится множество интервалов:  

 j

2

j

1 F,F  j =1, 2, …, L,  

где  
j

1F  – значение целевой функции (10) на производ-

ственной программе jQ  при условии, что маржиналь-

ный доход 1

ii    (i = 1,2,…, M).  

j

2F  – значение целевой функции (10) на производ-

ственной программе jQ  при условии, что маржиналь-

ный доход 2

ii   . 

2. Формирование множества потенциально опти-

мальных производственных программ Q̂QПО  . 

Для этого необходимо осуществить следующие шаги. 

2.1. Определить max
_____

L,1j 

j

2F  = 1l

2F )Ll1( 1  . 

Включить в ПОQ  производственную программу 1lQ .  

2.2. Определить max
_____

L,1j 

j

1F  = 2l

1F )Ll1( 2  . 

Включить в ПОQ  производственную программу 2lQ .  

2.3. Включить в ПОQ  все производственные про-

граммы Q̂Q j  , для которых j

2F  > 2l

1F . 

3. После того как сформировано множество потенциаль-

но оптимальных производственных программ ПОQ , опре-

делим, для каких значений Fj   (j = 1, 2, …, M) произ-

водственная программа iQ  является оптимальной. 

Легко видеть, что область изменения маржинального 

дохода j , на которой оптимальной будет производ-

ственная программа iQ , определяется следующей си-

стемой неравенств: 









 



 

M

1j

M

1j

l

jj

i

jj

2

jj

1

j

.QQ

;





 j=1,2,…,M; il  ; ПО

l QQ   (42) 

Таким образом, система неравенств (42) задает мно-
гоугольник, при применении на котором значений мар-

жинального дохода j  (j = 1, 2, …, M) оптимальной 

остается производственная программа iQ .  

Анализ устойчивости в динамической 
модели конвейерного типа 

Обратимся к модели (10-13, 23) и рассмотрим ситуа-

цию линейного роста маржинальной доходности i  от 

инфляции, т.е. будем предполагать, что при уровне 

накопленной инфляции   маржинальный доход: 

)(i   = i +  iin ,  

где   – накопленная инфляция в долях. 

Будем также считать, что для   допустимого реше-

ния задачи (10-13, 23) Q =( )Q,...,Q m1 , компоненты век-

тора Q целочисленны. Это соответствует реалиям 
практически любого промышленного предприятия, вы-
пускающего конечную продукцию для потребителя. 



  

Мищенко А.В., Артеменко О.А. МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННО-ФИНАНСОВЫМИ РЕСУРСАМИ 
 

 135 

Обозначим множество всех допустимых производ-
ственных программ модели (10-13, 23) через: 

)Q,...,Q(Q̂ L1 .  

Учитывая целочисленность векторов jQ  (j = 1, 2, …, L), 

число допустимых производственных программ будет 

конечным. Обозначим )(F j   значение целой функции 

(10) на производственной программе jQ  при уровне 

накопленной инфляции  . Очевидно, что в этом слу-

чае )(F j   вычисляется по следующей формуле: 

)(F j  = dt)t(q)n(
M

1i

T

0

j

iNiiii 


 , j=1,2,…,M. 

Легко видеть, что функция )(F j   является линейной 

относительно   и: 





d

)(dF j

 = dt)t(qn
M

1i

T

0

j

iNiii 


 , j = 1,2,…,M. 

Предположим, что при уровне накопленной инфля-

ции  = 0, оптимальной является производственная 

программа )Q,...,Q(Q l

M

l

1

l  . Будем считать также, что 

программы множества Q̂  упорядочены по возраста-

нию производных: 





d

)(dF j

, j = 1, 2, …, L. 

Таким образом, если p > q, то: 





d

)(dFp






d

)(dF j

,  

для любых 1 Lp   и 1 Lq   и p q . В этом слу-

чае, если l > L, то рост маржинального дохода на про-

изводственной программе kQ  (k > L) по мере накоп-

ления инфляции. Следовательно, каждое из уравне-

ний вида )(F l  = )(F k  , k = 1, …, L будет иметь одно 

положительное решение. Обозначим эти решения как 
1

k  и выберем min 1

k  = 1

p  (p > l). 

Очевидно, что при уровне накопленной инфляции   

более чем 1

p , производственная программа lQ  утрачи-

вает оптимальность и оптимальной становится произ-

водственная программа pQ  (p > l). Повторяя предыду-

щую цепочку рассуждений для множества производ-

ственных программ pQ , 1pQ  ,…, LQ , найдем следующую 

производственную программу jQ  и соответствующее 

значение накопленной инфляции 2

j  (j > p), при котором 

оптимальной становится производственная программа 
jQ . Очевидно, что через конечное число итерации и 

при некотором уровне накопленной инфляции опти-

мальной станет производственная программа LQ . 

Обозначим соответствующий уровень накопленной 

инфляции L . Дальнейший переход на новые опти-

мальные производственные не произойдет в силу то-

го, что 




d

)(dFL






d

)(dF j

 для всех j = l,l + 1,…,L – 1 и 

для всех  ),( L   . Следовательно доказано следу-

ющее утверждение. 

Утверждение. Пусть множество )Q,...,Q(Q̂ L1  за-

дает множество всех допустимых решений (10-13, 23) 
в том случае, если маржинальный доход по каждому 
виду выпущенной продукции растет по линейному за-

кону )(i   = 
i +  iin , i = 1, 2, …, M относительно 

накопленной инфляции  , то интервал изменения 

инфляции   ( ),0(  ) может быть таким образом 

разбит на конечное число отрезков (0, 

)...,(), 211  ( ),k  , что при изменении инфляции в 

рамках одного отрезка ( p1p , 
) оптимальной остается 

одна и та же производственная программа Q̂Qp  . 

Многопродуктовая динамическая модель 

В большинстве случаев число видов материально 
сырьевых ресурсов (комплектующих, деталей и т.д.), 
при выпуске одного вида продукции более одного. При 
этом в процессе обработки происходят сборка (слия-
ние) нескольких видов материально-сырьевых ресур-
сов в один полуфабрикат, узел или деталь будущего 
изделия. В этом случае технологическую последова-
тельность выпуска продукции можно представить, 
например, в виде дерева следующего вида (рис. 2). 

 

Рис. 2. Технологическая последовательность опе-
раций многопродуктовой модели 

Здесь q1
0
(t), q2

0
(t), q3

0
(t) – это интенсивности поступ-

ления материально-сырьевых ресурсов для выпуска 
одного вида продукции. Обработка этих видов продук-
ции происходит на операциях 1, 2, … 11. При этом на 
последней (11-й операции) происходит выпуск готовой 
продукции. 

При этом на операции 7 и 11 происходит слияние 
материальных потоков. На операции 7 происходит 
сборка отдельного узла будущего изделия, в состав 
которого вошли материальные ресурсы первого и вто-
рого типа, а на операции 11 происходит сборка всего 
изделия, в состав которого вошли материально-
сырьевые ресурсы первого, второго и третьего вида. 

Легко видеть, что на операциях 7 и 11 должно вы-
полняться условие пропорциональности обработки не-
скольких видов материально-сырьевых ресурсов. 
Например, при обработке стола, состоящего из четы-
рех ножек и одной столешницы, эта интенсивность 
должна быть в соотношении 4 : 1, чтобы выпускать на 
операции сборки конечную продукцию, а не полуфаб-
рикаты [4, c. 145]. 

Принимая во внимание вышеприведенные замеча-
ния, сформируем модель оптимизации прибыли с уче-
том технологической последовательности обработки 
материальных ресурсов производства. 

Пусть qij
0
(t) i = 1, 2 … N, j = 1, 2, … M интенсивность 

поступления материально-сырьевых ресурсов типа j 



  

АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 6’2013 
 

 136 

для выпуска продукции вида i. Тогда с учетом ранее 

введенных обозначений задача оптимизации исполь-
зовании производственных ресурсов состоит в том, 
чтобы обеспечить такие производительности qij(t) как 
на конечных операциях, связанных с выпуском готовой 
продукции, так и на промежуточных операциях обра-
ботки, чтобы максимизировать валовую прибыль от 
реализации всех видов продукции, выпущенной в ин-
тервале [0, T]. 

Т.е. необходимо максимизировать следующий функ-
ционал: 

maxdt (t)q
T

0
iiN

M

1i
i 



 .  (43) 

При этом должны выполняться следующие ограни-
чения на производственные мощности:  

l
M

1p

l

ij

n

1i

m

1j

p

ij c)t(q   
  

 ,   (44) 

l = 1,2,…, m для любого t є [0,T]. 
Балансовые ограничения, связанные с тем, что объ-

ем обработки на каждой операции не должен превы-
шать объема материальных ресурсов на эту операцию 
с учетом межоперационного задела на этой операции 
на момент времени t. 

'dt)'t(q)0(V'dt)'t(q
t

0

p

py

p

ij

t

0

p

ij  .  (45) 

Для любого р = 1, 2, ..., M; для любого t є [0,T]; для 

любого ijRO      

Здесь Rij – множество операций предшественников 
для операций Oij. отношение пропорциональности про-
изводительностей (если число операций предшествен-

ников для операции Oij более одной (т.е. 1|R| ij  ): 

)t(qk...)t(qk)t(qk ij

M

ijij

2

ijij

1

ij

  .  (46) 

Здесь M

ij

2

ij

1

ij k,k,k   – коэффициенты пропорциональ-

ности производительностей на операции Oij по мате-
риальным ресурсам вида θ1, θ2, ..., θM, обрабатывае-
мым на операции Oij. 

Ограничение на объем производства по каждому ви-
ду продукции: 

 
T

0
iiiN Ptdt)t(q , i = 1,2,…,n.  (47) 

Рассмотренная оптимизационная модель (43-47) 
может быть исследована с использованием средств 
теории оптимального управления. 

В некоторых случаях в динамической производствен-
ной модели задаются не интенсивности поступления ма-
териально-сырьевых ресурсов qij

0
(t), а интенсивность по-

ступлений оборотного капитала u(t). В этом случае для 
решения задачи (43-47) необходимо таким образом рас-
пределить поток u(t) на составляющие uij(t): 

 
 

n

1i

iK

1j
ij )t(u)t(u . 

Чтобы потоки поступающих материальных ресурсов 
qij

0
(t), заданные по формуле: 

ijij

0

ij /)t(u)t(q  , 

оптимизировали бы целевую функцию (43) при огра-
ничениях (44-47). 

Здесь ij  – стоимость одной единицы материального 

ресурса j, поступающего для выпуска одной единицы 
продукции вида i. 

Динамические модели конвейерного типа 
в условиях риска и неопределенности 

Формируя производственный план выпуска конечной 
продукции и загрузки производственного оборудова-
ния (задача (43-46)), лицо, принимающее решение не 
всегда может оценить будущий маржинальный доход 

i  (i = 1, 2, …, M) по каждому виду выпускаемой про-

дукции. 

В частности 
i  может быть задана как случайная 

величина с известными дискретными распределения-

ми вероятностей, т.е. величина 
i  принимает опреде-

ленные значения с некоторой вероятностью: 

qp 0 ,  


m

1q
q 1p . 

В этом случае при решении задачи (43-46) естественно 

использовать в целевой функции (43) вместо i  матема-

тическое ожидание маржинального дохода 
i : 

i  = 


q

1j
j

j

i p .  (48) 

Обозначим объем выпуска по каждому виду выпуска-

емой продукции в решении задачи (43-46) через iQ . 

Очевидно, что: 


T

0
iNii dt)t(qQ , i =1, 2 ,…, M.   (49) 

Соответственно объем переменных издержек, свя-
занный с выпуском одной единицы продукции вида i 

через ib , (i = 1, 2, …, n). Тогда объем переменных из-

держек продукции вида i при производственной про-

грамме Q = ( )Q,...,Q m1
 определяется как: 

iii QbS  , i = 1,2,…,M. 

Обозначим долю затрат на выпуск продукции вида i 

при производственной программе Q =( )Q,...,Q m1  через 

i . Очевидно, что: 

i = 

 







M

1i

T

0
iNii

T

0
iNii

M

1j
jj

ii

dt)t(qb

dt)t(qb

Qb

Qb
.  (50) 

В этих обозначениях, используя классическую модель 
Марковица [5, c. 71-91], сформулируем задачу на макси-
мум маржинального дохода с ограничением на риск про-
изводственной программы Q задачи (43-46), который мо-

жет быть оценен следующим образом [1]:  

R= 
 

M

1i ji
jiij

2

i

M

1i

2

i cov2*  .  (51) 

Здесь  
2

i  – дисперсия маржинального дохода по продук-

ции вида I; 

ijcov  – ковариация маржинального дохода продук-

ции i и продукции j. 

Таким образом, с учетом (48-51) модель оптимиза-
ции производственной программы по финансовому 
критерию с учетом риска доходности производствен-
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ной программы может быть сформулирована следую-
щим образом: 

maxdt)t(q
T

0
iNi

M

1i
i 



 .  (52) 

 

t

0
1ijij

t

0
ij 'dt)'t(q)0(V'dt)'t(q ,  (53) 

)T,0(t   i =1,2,…,M; j = 1, 2, …,
iN . 

q

M

1i ij
jiij

2

i

M

1i

2

i Rcov2  
 

 .  (54) 

Здесь qR  – допустимый уровень риска доходности 

производственной программы Q = ( )Q,...,Q m1
: 

l
Np

1k

l

ijij

M

1i

C)t(q 


 ,  (55) 

)T,0(t  , l = 1, …, m. 

i

T

0
iNi Ptdt)t(q  , i = 1, 2, …, M.  (56) 

i

T

0
iiiN Zdt)t(q  , i = 1, 2, …, M.  (57) 

В модели (52-57) оптимизируется маржинальный доход 

от реализации продукции, выпущенной на директивном 

периоде (0,Т), заданной соотношением (51). Формула (53) 
задает балансовые ограничения на объем обработки не-

завершенного производства на каждой операции ijO , для 

операции, когда технологическая схема выпуска продук-

ции задается П-сетью (i = 1,2,…,M; j = 1, 2, …, iN ). 

Неравенство (54) задает ограничение на допустимый 
уровень риска доходности производственной про-

граммы, где i  – определяются по формуле (50), 2

i  – 

дисперсия маржинального дохода по продукции вида i, 

ijcov  – ковариация доходности продукции вида i и 

продукции вида j. Неравенство (55) ограничивает про-

изводительность на каждой операции ijO , что связано 

с существующими производственными мощностями 
предприятия. Соотношения (56) и (57) – это соответ-
ственно ограничения на объем спроса и объем заказа 
на выпускаемую продукцию.  

Рассмотрим ситуации, когда динамика поступления 
оборотного капитала задана недетерминировано. 

Пусть интенсивность поступления оборотного капитала 
u(t) есть случайный процесс, причем величина u(t) при-
нимает определенные значения (u1(t), u2(t), ..., um(t) – 
возможные интенсивности поступления оборотного капи-

тала) с некоторой вероятностью qp : 

qp 0 ,  


m

1q
q 1p . 

Тогда математическое ожидание случайного процес-
са задается следующим выражением: 




m

1j
jj p)t(u)t(u   

Далее можно решить задачу (35-38) для каждого по-
тока оборотного капитала uj(t) и получить доходность 
от производства продукции вида i при финансовом по-
токе uj(t): 


T

0

j

iNii

i

j dt)t(qD  . 

Определим математическое ожидание дохода от 
продукции вида i: 




m

1j
j

i

j

i

pDD  

Определить ожидаемую доходность по всем видам 
выпускаемой продукции: 




n

1i

iDD  

Цель управления оборотным капиталом состоит в 
том, чтобы с одной стороны ожидаемый доход был бы 
не менее какого-то известного показателя Drp, т.е. 

грDD    (58) 

С другой стороны, дисперсия ожидаемого дохода 
(как показатель риска управления оборотным капита-
лом) должна быть минимальной. 

Учитывая введенные выше обозначения, дисперсия 
по доходности i-го вида продукции равна: 

 


m

1j
j

2i

j

i2

i p)DD(  

Определим долю затрат по каждому виду выпускае-

мой продукции 
i  по формуле (50). Тогда риск как и 

ранее может быть оценен суммарной дисперсией до-
ходности по всем видам выпускаемой продукции с 
учетом затрат на материально-сырьевые ресурсы по 
следующей формуле: 

ji

n

1i

n

1i 1j
ij

2

i

2

i yycov2y  
  

 .  (59) 

Минимизируя выражение (59), мы тем самым мини-
мизируем риск производственной программы. 

Таким образом, для решения задачи на минимум 
риска необходимо таким образом задать производи-
тельности обработки незавершенного производства 

)t(qij (i = 1, ..., n; j = 1, 2, …, Ni), чтобы, с одной сторо-

ны, минимизировать риск производственной програм-
мы в условиях ограничения снизу на ее доходность, 
заданную (58) и ограничений (51-54). 

Оптимизационные задачи управления 
материальными и производственными 
ресурсами в конвейерных системах c 
учетом привлечения заемных средств 

Далее предложим вариант планирования производ-
ства при допущении, что предприятие обладает соб-
ственным капиталом R, а также имеет возможность 
привлечения кредита в максимальном размере V под 
процентную ставку d. 

Пусть в ходе решения задачи (24-28) или (30-41) 
стала очевидна необходимость приобретения допол-
нительных производственных и материально-сырь-
евых ресурсов или же такая необходимость может 
возникнуть при планируемом расширении производ-
ства. Далее нам интересен вопрос: целесообразно ли 
привлекать кредит с учетом процентной ставки d на 
закупку производственных и материально-сырьевых 
ресурсов или рациональнее использовать существу-
ющие запасы и собственный капитал. Для ответа на 
этот вопрос можно рассмотреть две стратегии. В пер-
вом случае решается задача выбора оптимальных ин-
тенсивностей производства с учетом привлечения 
кредита (задача I). Во втором случае закупка дополни-
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тельных ресурсов будет происходить за счет соб-
ственных средств предприятия. 

Задача I 

Будем полагать, что для продукции вида P объем 
незавершенного производства недостаточен для удо-
влетворения заказа (не выполняется ограничение 
(29)). Поэтому на начало технологической цепочки 
необходимо подать дополнительные ресурсы.  

Закупка их осуществляется в пределах собственного 
средств предприятия и объема кредита.  

В данной задаче в целевой функции необходимо 
учесть, что стоимость материально-сырьевых ресур-
сов, превышающих объемы запасов, увеличивается на 

величину процента по кредиту d . Таким образом, мы 

учитываем в модели необходимое условие роста 
предприятия, заключающееся в превышении общей 
прибыли над размером процентов по кредиту [2, c. 5]. 

max*u*dqF
T

0
ff

f
iNii1  





  ,  (60) 

где  

fu  – общее количество ресурса f, подаваемое на 

начало технологической цепочки; 

f  – стоимость единицы ресурса f 

Производственные мощности выделяются на все 
операции технологической цепочки, начиная с первой, 
и являются постоянными в течение всего периода 
времени. 

l
Np

1k

l

pKpK

M

1i

l

iNiiNi Cqq 


 , l =1,…,M;  (61) 

pNppj1p q...qq  ; (62) 

iiNq*T  Z i , i = 1, 2, …, M;  (63) 

iiNq*T iPt , i = 1, 2, …, M.  (64) 

При этом объем дополнительно закупаемых ресур-
сов должен быть достаточен для удовлетворения за-
каза и спроса (с учетом имеющегося незавершенного 
производства на каждой стадии): 


j

ijiiN Vq*T  ifif l/u , i = 1, 2, …, M,  (65) 

где  

ifl  – количество ресурса f, которое идет на произ-

водство продукции вида i.  

iiNq  > 0, i = 1, 2, …, M.  (66) 

Стоимость дополнительно приобретаемых ресурсов 
не должна превышать размер собственного капитала и 
оптимального объема кредита: 

*VR*u ff
f








  .  (67) 

Задача II 

maxqF
M

1i
iNii2 



 ;  (68) 

l
Np

1k

l

pKpK

M

1i

l

iNiiNi Cqq 


 , l = 1, …, M;  (69) 

pNppj1p q...qq  ;   (70) 

iiNq*T  Z i , i = 1, 2, …, M;  (71) 

iiNq*T iPt , i = 1, 2, …, M.  (72) 

При этом объем дополнительно закупаемых ресур-
сов должен быть достаточен для удовлетворения за-
каза и спроса (с учетом имеющегося незавершенного 
производства на каждой стадии): 


j

ijiiN Vq*T  
ifif l/u , i = 1, 2, …, M.  (73) 

iiNq  > 0, i = 1, 2, …, M.  (74) 

Стоимость дополнительно приобретаемых ресурсов 
не должна превышать размер собственного капитала и 
оптимального объема кредита: 

R*u ff
f








  .  (75) 

Далее сравниваем 
1F  и 

2F , и в качестве оптималь-

ной стратегии из двух выбираем ту, у которой значе-
ние целевой функции выше. 

Используя постановки стратегии I и II, можем также 
решить задачу определения максимальной ставки 
привлечения кредита, при которой сохраняется эконо-
мическая целесообразность кредитования закупки ма-
териальных и производственных ресурсов. Для этого 
необходимо сформулировать следующую оптимиза-
ционную задачу:  

maxd  .  (76) 

Ограничение на целесообразность привлечения кре-
дита (полагаем, что привлекать кредит выгоднее, чем 
использовать лишь собственные ресурсы): 

 





 ff
f

iNi
I

i1 *u*dqF   > 


M

1i

iNi
II

i2 qF  , (77) 

Здесь iNi
IIq  – интенсивности обработки заявок, полу-

ченные при решении задачи (68-75): 

l
Np

1k

l

pKpK

M

1i

l

iNiiNi Cqq 


 , l =1, …, M;  (78) 

pNppj1p q...qq  ;  (79) 

iiNq*T  Z i , i = 1, 2, …, M;  (80) 

iiNq*T iPt , i = 1, 2, …, M;  (81) 


j

ijiiN Vq*T  ifif l/u , I = 1, 2, …, M;  (82) 

iiNq  > 0, i = 1, 2, …,M.  (83) 

В случае, если задача (60-67) не имеет решения по 
причине недостаточности производственных ресурсов, 
в ситуации растущего спроса на продукцию предприя-
тие может принять решение о закупке производствен-
ных мощностей. В таком случае необходимо решить 
модифицированную задачу I: 

maxc*y*u*dqF
T

0 h
hhff

f
iNii1  





  . 

hy  – дополнительно закупаемые объемы производ-

ственного ресурса вида h, 

hc  – цена данного ресурса. 

h

l
Np

1k

l

pKpK

M

1i

l

iNiiNi yCqq 


 , l = 1, …, M;  

pNppj1p q...qq  ;  (84) 

iiNq*T  Z i , i = 1, 2, …, M;  (85) 
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iiNq*T iPt , i = 1, 2, …, M.   (86) 


j

ijiiN Vq*T  
ifif l/u , i = 1, 2, …, M;  (87) 

iiNq  >0, i = 1, 2, …, M.  (88) 

Стоимость дополнительно приобретаемых ресурсов 
не должна превышать размер собственного капитала и 
оптимального объема кредита: 

*VRc*y*u hh
h

ff
f








  .  (89) 

Рассмотренные подходы к анализу и моделирова-
нию конвейерного производства позволяют оптималь-
но распределить производственные ресурсы, исходя 
из критерия, выбранного ЛПР, выявить области устой-
чивости полученных решений, получить обоснованные 
решения о привлечении кредита, объемах закупки до-
полнительных ресурсов. Модели управления оборот-
ным капиталом в условиях риска позволяют получить 
эффективные решения в условиях неполноты и неточ-
ности задания исходных данных. 

Пример расчета оптимального 
использования производственных 
ресурсов в динамической модели 
управления производственными 
процессами 

В данном разделе приведем иллюстративный при-
мер применения детерминированной модели управле-
ния производственными ресурсами Красноярского ме-
таллургического завода «Старт». 

Перед менеджментом стоит задача оптимизации 
производства четырех видов продукции: арматурной, 
оцинкованной, оттоженной и сварочной проволоки, по-
скольку они имеют достаточно схожие технологиче-
ские процессы и часть операций проводится на одина-
ковом оборудовании. 

Приведем основные параметры производства и реали-
зации продукции, необходимые для применения модели 
(табл. 1). 

Таблица 1 

МАРЖИНАЛЬНЫЙ ДОХОД ПО ВИДАМ ПРОДУКЦИИ 

Tыс. руб./т 

Наименование  
продукции 

Маржинальный доход от  
реализации единицы продукции 

Оцинкованная проволока 8,3 

Оттоженная проволока 6,8 

Сварочная проволока 5,6 

Арматурная проволока 6,5 

Технологический процесс изготовления проволоки 
включает ряд классических операций (рис. 3). 

Размотка Чистка Отжиг

ОхлаждениеНамотка
Готовая

продукция
 

Рис. 3 Укрупненная схема производства проволоки 

Для каждого вида проволоки существуют некоторые 
особенности технологического процесса. Так, при изго-
товлении оцинкованной проволоки добавляется стадия 
цинкования в растворе цинка, а для сварочной проволоки 

предусмотрена операция нанесения особых смазок, 
обеспечивающих антикоррозийную защиту, обе эти ста-
дии предшествуют стадии охлаждения проволоки. 

Детерминированная модель подразумевает прове-
дение ряда итеративных процедур по нахождению оп-
тимальных производительностей, начиная с послед-
ней операции. Поэтому для первой итерации сосредо-
точим внимание на операции намотки проволоки. 

В распоряжении завода находятся 24 намоточных стан-
ка, производительность которых представлена в табл. 2. 

Таблица 2 

ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ НАМОТОЧНЫХ СТАНКОВ 

T/день 

Наименование продукции Производительность 1 станка  

Оцинкованная проволока 12 

Оттоженная проволока 14 

Сварочная проволока 19 

Арматурная проволока 15,5 

Тогда оптимизационная задача загрузки намоточных 
станков предприятия будет сформулирована следую-
щим образом: 

max;х*5.15*5.6х*19*6.5

х*14*8.6х*12*3.8

43

21




 

1х + 2х + 3х + 4х 24 ж 

Zx i , i = 1, .., 4. 

Решить эту оптимизационную задачу можно сим-
плекс-методом с помощью Excel.  

При заданных ограничениях значение маржинально-
го дохода будет равно 2 553,6 тыс. руб. При этом ре-
шение задачи следующее:  

0x,24x,0x,0x 4321  .  

Таким образом, все 24 станка используются для 
намотки сварочной проволоки. Очевидно, что общий 
объем сварочной проволоки, готовой к продаже, равен 
456 т (рассчитан как произведение количества станков 
на их производительность). 

Незавершенное производство на конечной стадии 
производства (намотке проволоки) задано следующи-
ми значениями (табл. 3). 

Таблица 3 

ОБЪЕМ НЕЗАВЕРШЕННОГО ПРОИЗВОДСТВА НА 

КОНЕЧНОЙ СТАДИИ )0(V
iiN  

Т 

Наименование продукции 
Объем незавершенного 

производства 

Оцинкованная проволока 511,8 

Оттоженная проволока 213 

Сварочная проволока 820,8 

Арматурная проволока 709,4 

Тогда получаем, что через время 8,1456/8,8201   

дня полностью закончится незавершенное производ-
ство на стадии намотки сварочной проволоки. 

Далее переходим ко второму этапу итерационной про-
цедуры. Для того чтобы продолжить выпуск сварочной 
проволоки необходимо выделить ресурсы на стадию 
охлаждения проволоки. Допустим, данная процедура 
длится в течение 0,5 дня. Охлаждение проводится в спе-
циальных ваннах, вместимость которых ограничена (200 
т/день), поэтому учтем, что производительность свароч-
ной проволоки не должна превышать 400 т/день. 
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С учетом вышеприведенных данных, оптимальная 
целевая функция на этом этапе будет выглядеть сле-
дующим образом: 

max;х*5.15*5.6х*19*5,0*6.5

х*14*8.6х*12*3.8

43

21




 

1х + 
2х + 

3х + 
4х 24 ; 

3х*19*5,0 400 ; 

Zx i
, i = 1, .., 4. 

Получим оптимальное решение задачи: 

24x,0x,0x,0x 4321  ,  

т.е. на данном этапе все станки используются для 
намотки арматурной проволоки. Маржинальный доход 
равен 2 418 тыс. руб. Данный этап продлится 

907,1)5,15*24/(4,7092   дня. Т.е. через это вре-

мя закончится все незавершенное производство арма-
турной проволоки на этапе намотки. 

Мы получили оптимальное распределение произ-
водственных программ для первых 3,707 дня. Анало-
гичным образом можно продолжить расчеты до мо-
мента времени, когда будет обработан весь объем не-
завершенного производства на оставшихся операциях 
производственного процесса. 
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РЕЦЕНЗИЯ 
Актуальность работы. Эффективность функционирования промыш-

ленного предприятия во многом зависит от того, насколько рацио-
нально использованы ограниченные ресурсы такого вида, как произ-
водственный аппарат предприятия, трудовые ресурсы, заемные и 
собственные средства. Важной задачей представляется разработка 
математических моделей, оптимизирующих деятельность предприя-
тия в зависимости от выбранных критериев и позволяющих получить 
аргументированные решения по использованию производственно-
финансовых ресурсов. 

Научная новизна и практическая значимость. В работе рассматрива-
ется конвейерная система производства, в предположении о возможно-
сти перераспределения производственных мощностей в процессе реа-
лизации производственной программы, в отличие от часто встречаемого 
подхода, характеризующегося четким закреплением производственных 
ресурсов на всем интервале планирования. Представлены уравнения, 
описывающие функционирование конвейерных систем; рассматривают-
ся методы распределения ограниченных ресурсов по критерию макси-
мизации суммарного объема обработанных заявок (под заявками пони-
маются материалы, незавершенное производство, документы вычисли-
тельных и информационных центров и т.п.) и по критерию максимизации 
маржинального дохода за директивный период. Исследуется также 
устойчивость задачи оптимального распределения ресурсов в зависи-
мости от изменения исходных данных модели. Предложены модели 
управления материальными и производственными ресурсами в конвей-
ерных системах, предусматривающие возможность привлечения креди-
та и позволяющие сделать вывод о целесообразности его применения. 
Практическое применение модели показано в расчетном примере по 
данным промышленного предприятия.  

Заключение: рецензируемая статья отвечает требованиям, предъ-
являемым к научным публикациям, и может быть рекомендована к 
опубликованию. 
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