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3.12. ДИСКРЕТНЫЕ МОДЕЛИ 
ИЗМЕНЕНИЯ ЦЕНЫ АКЦИИ, 

АППРОКСИМИРУЮЩИЕ 
ПУАССОНОВСКИЙ И 

ВИННЕРОВСКИЙ ПРОЦЕССЫ  
Лесик А.И., к.ф.-м.н., доцент кафедры математической 

статистики и системного анализа;  
Перевозчиков А.Г., д.ф.-м.н., профессор, академик 

РАЕН, профессор кафедры финансов и менеджмента 

Тверской институт экологии и права 
 
Рассматривается задача прогнозирования продажной цены бизнеса, 

основанный на нестационарной модели броуновского процесса измене-
ния цены акции. Броуновский процесс является примером непрерывного 
виннеровского процесса с независимыми приращениями, в определен-
ном смысле единственного. Поэтому интересно обратится к дискретным 
процессам, которые удовлетворяют условию независимости прираще-
ний, но являются лишь кусочно-непрерывными. Пример такого процесса 
дает пуассоновский процесс. Возникает мысль о таком же распределе-
нии, объединяющим виннеровский и пуассоновский процессы. В насто-
ящей работе выводится, что пуассоновский и виннеровский процессы 
аппроксимируются схемой дискретного случайного блуждания. Предла-
гаемая простая аппроксимация пуассоновского и виннеровского процес-
са может быть полезной аналитикам фондового рынка. 

ВВЕДЕНИЕ 
Рассматривается задача определения прогнозирования 

продажной стоимости nX  бизнеса на конец последнего n-го 

прогнозного периода в методе дисконтирования доходов 
(DDM) в рамках доходного подхода для определения рыночной 
стоимости бизнеса. Один из способов определения величины 

nX  состоит в том, что за эту величину принимается прогноз 

цены продажи на конец последнего n-го периода [1, 2]. Однако 
этот способ определения продажной стоимости сталкивается 
с отсутствием соответствующих статистических данных для 
прогнозирования. Из обзоров рынка можно узнать в лучшем 
случае рост капитализации в отрасли за предыдущие годы, 
однако, экстраполяция этих данных по тренду на пять-семь 
лет вперед имеет низкую точность. В работе [3] был предло-
жен мультипликативный способ прогнозирования на базе 
стационарной лог-нормальной модели изменения стоимости. 
Он оказался применимым только в том случае, когда за осно-
ву берется изменение какого-нибудь экономического индекса, 
например, индекса Российской торговой системы (РТС) и к 
тому же предполагает стационарность прогнозного периода, 
которая как раз и отсутствует в общем случае по определе-
нию прогнозного периода. Получается, что лог-нормальная 
стационарная модель хорошо подходит для прогнозирования 
экономических индексов, но фактически не применима для 
прогноза изменения рыночной стоимости бизнеса в будущем 
на основе ретроспективы изменения стоимости его акций. 
Поэтому в работе [6] был предложен другой метод прогнози-
рования продажной цены бизнеса основанный на нестацио-
нарной модели броуновского движения цены акции, рассмот-
ренной в [4]. Поскольку модель броуновского процесса явля-
ется аддитивной [6], то и предложенный способ 
прогнозирования является аддитивным, т.е. постулирует не-
зависимость приращений. Аддитивный способ моделирова-
ния изменения стоимости бизнеса, как таковой, был нами 
рассмотрен в отдельной работе [5]. Не стационарности про-
гнозного периода, таким образом, предлагалось сопоставить 
нестационарную модель роста стоимости бизнеса, понимае-
мого как стоимость всей совокупности его голосующих акций. 
Виннеровский процесс является примером непрерывного, 
аддитивного процесса с независимыми приращениями. В 
определенном смысле единственным, как показано в [7]. По-
этому интересно было обратится к дискретным процессам, 

которые удовлетворяю условию независимости приращений, 
но являются лишь кусочно-непрерывными. Пример такого 
процесса как раз и дает пуассоновский процесс, рассмотрен-
ный в [8]. Причем даже кусочно-постоянного. В пуассонов-

ском процессе среднее значение приращения за время t  

линейно зависит от t  с коэффициентом  , который может 

быть оценен статистически подобно тому, как это было сде-
лано для единственного параметра виннеровского процесса в 
[6]. Соответствующее условное пуассоновское распределе-
ние аппроксимируется биномиальным, а разница двух одина-
ково распределенных биномиальных имеет распределение, 
которое получается из свертки биномиального с минус бино-
миальным и аппроксимирует нормальное условное распре-
деление сечения непрерывного виннеровского процесса, как 
сумма одинаково распределенных дискретных с.в. Отсюда в 
настоящей работе выводится, что пуассоновский процесс ап-
проксимируется схемой дискретного случайного блуждания с 
вероятностью перехода в следующее за ним (по возраста-

нию) дискретное состояние с вероятностью 0tp   , а 

виннеровский процесс ‒ схемой дискретного случайного 
блуждания с вероятностью перехода в следующее за ним 
дискретное состояние с вероятностью p , возврата в преды-

дущее – тоже p , и, наконец, остаться в том же состоянии ‒ 

p21  . Параметрами и того и другого предельного условно-

го распределения являются соответствующие вероятности 
переходов, которые, оцениваются статистически, подобно 
параметрам предельных процессов в предыдущих работах. 
Предлагаемая простая аппроксимация пуассоновского и вин-
неровского процесса может быть полезной аналитикам фон-
дового рынка, а также служить основой для дальнейших тео-
ретических исследований в области моделирования измене-
ния цены акции на бирже и соответствующей стоимости 
бизнеса, понимаемой как совокупность всех его голосующих 
акций. Но важно, что уже из этих простых моделей видно, по-
чему кроме пуассоновского и виннеровского процессов ниче-
го и не может получиться в пределе для процессов с незави-
симыми приращениями, что является фундаментальным по-
ложением теории нестационарных процессов. 

1. АППРОКСИМАЦИЯ 
ПУАССОНОВСКОГО ПРОЦЕССА 

Будем отождествлять стоимость бизнеса со стоимо-
стью всех его голосующих акций. Предположим, что 
эти акции котируются на бирже. Обозначим через 

)t(X  цену акции в момент времени ,...,1,0n,tnt    

дискретного времени, где 0t   ‒ временной дискрет, 

например, заданная периодичность мониторинга дан-
ных об изменении цены акции на бирже. И предполо-

жим, что в момент 0t   она приняла значение: 

;,...1,0k,xku    (1) 

.u)0(X    

Здесь 0x   ‒ пространственный дискрет, напри-

мер, заданная точность вычислений. 

Предположим, что случайный процесс )t(XX   

адекватно описывается дискретным нестационарным 
пуассоновским процессом, задаваемым переходной 
функцией [7]: 

)E,xmu(C)p1(p)E,u(p
n

0m

m

n

mnm

t  


  , (2) 

где, tp  , а   ‒ константа, которая оцениваются 

статистически.  

Здесь )E,u(  ‒ функция инцидентности точки u  

множеству 1RE  , равная единице, если точка при-
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надлежит множеству и нуль, в противном случае. 
Напомним, что переходная функция представляет по 

определению вероятность принадлежности с.в. )t(X  

измеримому по Лебегу множеству E  на действитель-

ной прямой 
1R . Плотность )v,u(pt

 условного дис-

кретного распределения )t(X  при условии (1) выра-

жается соответственно формулой: 

)vxmu(C)p1(p)v,u(p
n

0m

m

n

mnm

t  


   (3) 

и представляет собой плотность биномиального рас-
пределения со средним значением 

xnpu)t(mu   (4) 

и дисперсией 

.xnpq)t(Du   

Здесь p1q  , а  )vu(  функция, т.е. обоб-

щенная функция, удовлетворяющая для любой непре-

рывной функции )v(  условию: 

 
E

.dv)vu()v()u(   

Функция  )vu( представляет собой обобщенную 

плотность вероятности дискретной с.в. сидящей в точ-
ке u . В частности, ее матожидание тоже равно u : 

 
E

.dv)vu(vu   

Процесс имеющий дискретное условное распреде-
ление, заданное плотностью (3) может быть построен, 
как процесс с независимыми приращениями принима-
ющими на каждом шаге дискретного времени значения 

0 и x  с вероятностью 0tp   . Поскольку для 

каждого 0t   

n , ,tnp,0p    

при 0t  , то условное биномиальное распреде-

ление (3) сходится к пуассоновскому распределению с 
плотностью: 

),vxmu(
!m

)t(e
)v,u(p

0m

mt

t 









 (5) 

со средним значением: 

xtu)t(mu   (6) 

и дисперсией 

.xt)t(Du   

Соответствующая переходная функция, задается 
формулой: 

),E,xmu(
!m

)t(e
)E,u(p

0m

mt

t  









  (7) 

определяющей пуассоновский процесс [7]. В этом 
смысле описанное случайное блуждание приводящее 
к биномиальному условному распределению (3) ап-
проксимирует пуассоновский процесс. 

2. АППРОКСИМАЦИЯ 
ВИННЕРОВСКОГО ПРОЦЕССА 

Наряду с условным распределением с плотностью 

)v,u(p)v,u(p tt

  заданной формулой (3) рассмотрим 

его зеркальное отражение относительно точки u  на 

оси ординат, заданное: 

)vxmu(C)p1(p)v,u(p
n

0m

m

n

mnm

t  


   (8) 

и представляет собой плотность биномиального рас-
пределения с.в. со средним значением 

xnpu)t(mu   (9) 

и дисперсией 

.xnpq)t(Du   

Рассмотрим распределение, которое получается 
сверткой условного распределения (3) и (8): 

)v,u(p*)v,u(p)v,u(p ttt

 . (10) 

Здесь * ‒ означает свертку двух функций [7].  
Распределение (10) представляет собой распреде-

ление суммы двух независимых случайных величин: 
случайной величины, подчиненной биномиальному 
распределению (3), с его зеркальным отражение отно-
сительно точки u  на оси ординат. И аппроксимирует 

нормальное условное распределение сечения )t(X , 

как сумма одинаково распределенных дискретных 
приращений, принимающими на каждом шаге дискрет-
ного времени значения x , 0, и x  с вероятностью, 

соответственно, pq,pq21,qp  . С матожиданием 

0m   и дисперсией xpq2d  . Поскольку  

n , 0p  ,  

xt2x)t1(t2xnpq2)t(Du   ,  

при 0t  , то условное биномиальное распреде-

ление (10) сходится к нормальному распределению с 
плотностью: 

,e)v,u(p ct2/2)vu(

t

  (11) 

при 

x2c   

со средним значением: 

u)t(mu  , (12) 

и дисперсией 

ct)t(Du  .  (13) 

Соответствующему переходной функции, заданной 
формулой  

dve
ct2

1
)E,u(p

E

ct2/2)uv(

t  


, (14) 

определяющей виннеровский процесс [6], соответ-
ствующий непрерывному броуновскому движению. В 
этом смысле описанное случайное блуждание, приво-
дящее к условному распределению (10), аппроксими-
рует броуновское движение. Одновременно выяснен 
смысл единственного параметра с, определяющего 
виннеровскую переходную функцию (14). А именно 

x2с  , где   ‒ единственный параметр аппрокси-

мирующего пуассоновского распределения (5). Имея 

распределение с.в. )t(X , подчиненной закону (10), 

можно построить распределение с.в. )t(X . Тогда это 

будет уже распределение соответствующее описанно-
му блужданию с отражающим экраном в нуле и для не-
го среднее уже не будет совпадать с начальным значе-
нием и возникает возможность построения нетривиаль-
ных формул для прогнозирования условного среднего 
цены акций в будущем и соответствующих ей брокер-
ских критериев, подобно тому как это было сделано 
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нами в непрерывном случае в [6]. Параметрами и того и 
другого аппроксимирующего распределения являются 
соответствующие вероятности переходов, которые, 
оцениваются статистически, подобно параметрам пре-
дельных процессов в предыдущих работах [6,8]. 

3. ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ УСЛОВНОГО 
МАТОЖИДАНИЯ ЦЕНЫ В МОДЕЛИ 
ДИСКРЕТНОГО БЛУЖДАНИЯ С 
ОТРАЖАЮЩИМ ЭКРАНОМ 

Обозначим для удобства 

,n,...,1,0m),xmu)t(X(Pp um     (15) 

.n,...,1,0k),xku)t(X(Pp um     (16) 

Здесь )n(Xu

  ‒ случайная величина подчиненная 

дискретному закону распределения (3), а )n(Xu

  ‒ со-

ответственно, закону (8). И пусть 

,n,...,1,0,1,...,nl),xlu)t(X(Pp ul    (17) 

где )t(Xu  ‒ случайная величина подчиненная дис-

кретному закону распределения (10). Тогда, по опре-
делению свертки 

 

 
.n,...,1,0,1,...,nl,ppp

ln,nmin

0,lmax
kkll 







  (18) 

Формула (18) дает дискретный закон распределения 

с.в. )n(Xu , который является дискретным аналогом 

броуновского процесса. Для того, чтобы построить 
дискретный аналог броуновского процесса с отража-
ющим экраном в нуле [6] достаточно построить закон 

распределения с.в. )t(Xu  [7]. Если 

,0xnu    (19) 

то 0)n(Xu   и распределение )n(Xu  совпадает с 

распределением (18). В противном случае обозначим 

x/ulu  . (20) 

Тогда 

.n,...,1,0,1,...,ll,
l2nl,p2

l2nl,p

)xlu)n(X(Pp

u

ul

ul

ul











 

 (21) 

Соответствующее условное среднее получается по 
обычной формуле для математического ожидания 
дискретной случайной величины: 

.p)xlu(p)xlu(2

p)xlu()t(m

n

ul2nl
l

1ul2n

ull
l

n

ull
lu

  

 













 (22) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В заключение отметим, что формулы (18), (21) полностью реша-

ют задачу построения условного дискретного распределения ап-
проксимирующего броуновский процесс с отражающим экраном в 
нуле, а формула (22) может служить для прогноза изменения цены 
акции в будущем. Предлагаемая простая аппроксимация пуассо-
новского и виннеровского процесса может быть полезной аналити-
кам фондового рынка, а также служить основой для дальнейших 
теоретических исследований в области моделирования изменения 
цены акции на бирже и соответствующей стоимости бизнеса, пони-
маемой как совокупность всех его голосующих акций. 
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РЕЦЕНЗИЯ 
Рассматривается задача определения прогнозирования продажной 

стоимости бизнеса в рамках доходного подхода. Известно, что, экстра-
поляция статистических данных по тренду на пять-семь лет вперед име-
ет низкую точность. Поэтому в предшествующих работах авторами изу-
чался другой метод прогнозирования продажной цены бизнеса, осно-
ванный на нестационарной модели броуновского процесса изменения 
цены акции. Броуновский процесс является примером непрерывного 
виннеровского процесса с независимыми приращениями, в определен-
ном смысле единственного. Поэтому интересно обратиться к дискрет-
ным процессам, которые удовлетворяют условию независимости при-
ращений, но являются лишь кусочно-непрерывными. Пример такого 
процесса дает пуассоновский процесс. Наконец, возникает мысль о та-
ком же распределении, объединяющем виннеровский и пуассоновский 
процессы. Такая модель прогнозирования построена в предшествующей 
работе авторов.  

В настоящей работе показано, что пуассоновский и виннеровский 
процессы аппроксимируются схемой дискретного случайного блужда-
ния. Параметрами и того и другого предельного условного распреде-
ления являются соответствующие вероятности переходов, которые 
оцениваются статистически подобно параметрам предельных процес-
сов в предыдущих работах авторов. Предлагаемая простая аппрокси-
мация пуассоновского и виннеровского процесса может быть полезной 
аналитикам фондового рынка, а также служить основой для дальней-
ших теоретических исследований в области моделирования измене-
ния цены акции на бирже и соответствующей стоимости бизнеса, по-
нимаемой как совокупность всех его голосующих акций.  

Считаю, что статья А.Г. Перевозчикова, А.И. Лесик «Дискретные мо-
дели изменения цены акции, аппроксимирующие пуассоновский и 
виннеровский процессы» является новой и актуальной и может быть 
опубликована в журнале «Аудит и финансовый анализ». 
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