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Рассматривается задача исследования устойчивости инвестицион-

ного проекта относительно возможного изменения стоимости денег.
Показано, что стоимость собственного капитала проекта в общем слу-
чае является не дифференцируемой функцией консолидированного
риска, выраженного в возможном изменении рыночной кредитной
ставки по сравнению с действующей по договору об открытии кредит-
ной линии. Показано, что указанная функция является дифференци-
руемой по направлениям, и предложен способ их расчета.

ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается задача оптимизации финансирования инве-

стиционного проекта в форме кредитной линии. Известно [3, 5],
что денежный поток (ДП) tQ  на собственный капитал tX  ин-

вестора получается из денежного потока tq  на инвестирован-

ный капитал tY  путем учета дополнительно суммы выплат

процентов по кредиту и изменения задолженности tZ . Труд-
ность практического применения модели ДП на собственный
капитал инвестора связана с отсутствием удовлетворительных
моделей прогнозирования задолженности tZ  в прогнозный

период .n...,,2,1t =  В [3] было рекомендовано задавать до-

лю заемного капитала ttt Y/Zw = на каждый год прогнозного

периода с равномерным изменением от начального уровня 0w
до целевого nw , определенного из анализа отрасли В [7] изу-
чались проблемы учета структуры капитала в двух основных
моделях ДП для собственного и инвестированного капитала с
учетом рекомендации [3]. Было показано, что указанный спо-
соб учета структуры капитала позволяет однозначно опреде-
лить ДП для собственного и инвестированного капитала, а так-
же подходящую ставку дисконта (в общем случае переменную)
по модифицированной модели САРМ [3].

С другой стороны, использование модели дисконтирования
ДП на инвестированный капитал не позволяет оптимизиро-
вать финансирование ДП на собственный капитал. Поэтому
возможны случаи, когда подсчитанная таким образом стои-
мость собственного капитала оказывается отрицательной
тогда, как при оптимизации задолженности tZ  в прогнозный

период n...,,2,1t = , она может стать положительной [1].
В работе [1] было показано, как смоделировать ДП на собст-

венный капитал с учетом оптимизации остатков фактической
задолженности tZ . В связи с этим в настоящей работе показа-
но, как исследовать устойчивость инвестиционного проекта
относительно возможного изменения стоимости денег и как
использовать полученные результаты для анализа рисков со-
путствующих проекту. Показано, что стоимость собственного
капитала проекта в общем случае является не дифференци-
руемой функцией консолидированного риска, выраженного в
возможном изменении рыночной кредитной ставки по сравне-
нию с действующей по договору об открытии кредитной линии.
Показано что, тем не менее, указанная функция является диф-
ференцируемой по направлениям [2], и предложен способ их
расчета. Полученные производные интерпретируются как ко-
эффициенты эластичности в предложенной методике анализа

рисков. Тем самым предложена новая методика анализа рис-
ков, которая может использоваться финансовыми аналитика-
ми, а также служить основой для соответствующих теоретиче-
ских исследований. Рассматривается числовой пример.

1. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ ДП
Необходимость выбора ДП, на основе которого бу-

дет определена стоимость проекта, связана с разной
степенью риска, присущего финансовым и операцион-
ным потокам. В зависимости от цели оценки в качест-
ве предмета рассмотрения могут использоваться раз-
личные ДП. Существуют два основных вида ДП [3]:
· ДП для инвестированного капитала, или бездолговой ДП;
· ДП для собственного капитала инвестора.

Бездолговой ДП не учитывает суммы выплат про-
центов по кредиту и увеличение или уменьшение за-
долженности. Данный вид потока рассматривается с
целью определения эффективности вложения капита-
ла в целом. Полученные суммарные величины сопос-
тавляются с полными инвестициями в бизнес, незави-
симо от происхождения последних. Бездолговой ДП
для инвестированного капитала равняется [3]: чистой
прибыли до налогообложения и уплаты процентов,
скорректированной, на ставку налога на прибыль,
плюс не денежные начисления (амортизация), минус
прирост чистого оборотного капитала, минус капи-
тальные вложения.

Величина бездолгового ДП которого будет обозна-
чаться через:

,n...,,2,1t,qt =

где -n предполагаемая длительность проекта, вы-
раженная в годах.

ДП для собственного капитала учитывает дополни-
тельно суммы выплат процентов по кредиту и увели-
чение или уменьшение задолженности. Обозначим че-
рез tZ  – остаток долга на конец t -го года, через

1ttt ZZZ --=D  – изменение задолженности, через g  –
среднюю стоимость заемного капитала и через c  –
ставку налога на прибыль. Ставка дисконта на заем-
ный капитал g  определяется обычно средней ставкой
по кредитам предприятиям и организациям на дату
оценки по данным Центрального банка РФ на соответ-
ствующие сроки. Если ввести величины годовых пла-
тежей в счет погашения долга:

,n...,,2,1t,Z)c1(*g*Zp t1tt =--= - D (1)

которые включает проценты и уменьшение основного
долга (со знаком плюс) или увеличение основного дол-
га (со знаком минус), то ДП на собственный капитал
инвестора можно записать единообразно в виде:

.n...,,2,1t,pq tt =-

Заметим, что величины платежей в счет погашения
долга tp  могут быть отрицательны. Это означает но-
вый заем в момент t .

2. СТАВКИ
ДИСКОНТА НА СОБСТВЕННЫЙ
И ИНВЕСТИРОВАННЫЙ КАПИТАЛ

Обозначим через i  подходящую ставку дисконта на
собственный капитал. Ставка дисконта на собствен-
ный капитал представляет собой ставку дохода на
вложенный капитал, достижение которой ожидает ин-
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вестор при принятии решения о приобретении буду-
щих доходов (например, будущего ДП) с учетом риска
их получения.

При расчете ставки дисконта обычно используется
модифицированная модель оценки капитальных акти-
вов (САРМ). Применение модифицированной модели
оценки капитальных активов для расчета собственного
капитала можно представить в виде следующего ра-
венства [1]:

,SSS)RR(*Ri 321fmf +++-+= b (2)

где
Rf – безрисковая ставка;
β – коэффициент бета компании;
Rm – доходность рынка;
S1 – премия за страновой риск;
S2 – премия за малую капитализацию;
S3 – премия за специфический риск оцениваемой

компании.
Если объединить все корректировки к обычной мо-

дели САРМ в одну, введя суммарную поправку:
,SSSd 321 ++=

то основную формулу модифицированной модели
САРМ можно записать в виде:

d)RR(*Ri fmf +-+= b . (3)

Пусть w  – доля заемного капитала в инвестированном
капитале компании, определенном по рыночной стоимо-
сти, характеризующая структуру капитала. Если структу-
ра капитала будет меняться, то ,n...,,2,1t,ww t ==
является функцией дискретного времени.

Кроме ставки на собственный и заемный капитал рас-
сматривается средневзвешенная ставка j, характери-
зующая доходность инвестированного капитала (WACC).
Средневзвешенная стоимость капитала учитывает в се-
бе все риски, связанные с финансированием деятельно-
сти предприятия, как из собственных источников финан-
сирования, так и за счет заемных средств. Стоимость
финансирования деятельности предприятия за счет соб-
ственного капитала (стоимость собственного капитала)
отражает все риски, присущие инвестициям в виде ак-
ционерного капитала, в то время как стоимость финанси-
рования за счет заемных средств выражается в процент-
ной ставке, по которой предприятию предоставляют кре-
дитные ресурсы.

Средневзвешенная стоимость капитала рассчитыва-
ется по формуле [1]:

).w1(igw)c1(jj ttt -+-== (4)

При расчете средневзвешенной стоимости капитала
доли заемных и собственных средств в структуре ка-
питала рассчитываются на основе рыночных данных
по отрасли. В результате получается целевая структу-
ра капитала, которая принимается за nww = .  За на-
чальное значение 0ww =  принимается фактическая
структура капитала, определенная по рыночной стои-
мости инвестированного и заемного капитала. Проме-
жуточные значения tww =  интерполируются по край-
ним в простейшем случае линейным образом. В этом
суть методики прогнозирования структуры капитала,
предложенной в [3]. В настоящей работе используется
другая методика, основанная на оптимизации финан-
сирования проекта [1].

3. ДИСКОНТИРОВАНИЕ ДЕНЕЖНЫХ
ПОТОКОВ НА СОБСТВЕННЫЙ И
ИНВЕСТИРУЕМЫЙ КАПИТАЛ

Обозначим через ,n...,,2,1,0t,ZXY,X tttt =+=  те-
кущую стоимость собственного и инвестируемого в
проект) капитала на конец t-го года.

Продажная стоимость собственного капитала полу-
чается обычно по формуле [7]:

.Y)w1(X nnn -= (5)

Для фигурирующей здесь продажной стоимости ин-
вестируемого капитала используется известная фор-
мула Гордона [2]:

1n1n

1nn
n vj

)v1(qY
++

+

-
+

= , (6)

где 1n1n v,j ++  – соответственно постпрогнозные сред-
невзвешенная стоимость инвестированного капитала и
темп изменения денежного потока на инвестирован-
ный капитал, которые считаются постоянными в силу
предположения о стационарности постпрогнозного пе-
риода. Обычно постпрогнозный темп 1nv +  определяет-
ся по долгосрочным прогнозам темпа роста мировой
экономики на уровне долгосрочной инфляции [1].

Для определения платежей tp  преобразуем форму-
лу (1) следующим образом:

.n...,,1,0t,Z)g1(Z
ZZ)c1(gZp

t1t

1tt1tt

=-¢+=
=+--=

-

-- (7)

Здесь обозначено для краткости:
).c1(gg -=¢

Введенная величина представляет собой среднюю
стоимость заемного капитала, скорректированную на
ставку налога на прибыль.

4. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ТЕКУЩЕЙ
СТОИМОСТИ СОБСТВЕННОГО
КАПИТАЛА ИНВЕСТОРА

Выпишем сначала рекуррентное уравнение для соб-
ственного капитала инвестора, следуя [3]:

.1...,,nt,
i1

XpqХ ttt
1t =

+
+-

=- (8)

Конечное условие здесь определяются из (5). Пла-
тежи tp  определяются по формуле (7), где tZ  нахо-
дятся по схеме, предложенной в [4], если считать, что
задолженность tZ  представляет собой фактическую
задолженность по кредитной линии объема

,1n...,,1,0t,St -=  на конец t -го года. В этом случае
фактический остаток задолженности, определяется по
рекуррентному уравнению:

.1...,,nt,
g1
qZ;SminZ tt

1t1t =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢+

+
= -- (9)

Остаток долга должен находится в пределах:
;n...,,1,0t,Z0 t =£ (10)

.n...,,1,0t,SZ tt =£ (11)

Связь между платежами и остатками долга имеет
вид (7).
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В отличие от [1] мы допускаем переменный объем
кредитной линии ,n...,,1,0t,SS t ==  и ненулевые на-
чальные и конечные значения остатков, необходимых
для расчета платежей по формуле (7):

.ZZ,ZZ 0
nn

0
11 == -- (12)

Здесь 0
1Z-  – фактический остаток долга на начало ну-

левого года прежнего владельца проекта, в отличие от
планируемого остатка 0Z  – нового владельца. Он нужен
для расчета платежа 0p  по формуле (7), а 0

nZ  – плани-
руемый остаток по кредитной линии на конец n -го года,
полученный по формуле:

.wYZ nn
0
n = (13)

Рассмотрим задачу оптимизации кредитной линии по
критерию максимума текущей стоимости собственного
капитала инвестора [4]:

max
)i1(

pqX
n

0t t
tt ®å

+
-

=
=

. (14)

Можно показать, что критерий (14) эквивалентен кри-
терию [4]:

.max
)i1(
Z)gi()g,z(Fx

1n

0t t
t ®å

+
¢-

==
-

=
(15)

Здесь z  – n -мерный вектор с координатами:
.n...,,1,0t,Z t =

Таким образом, при условии положительного леве-
реджа 0gi >¢-  инвестор имеет на остатках заемных
средствах маржу gi ¢- . Под 0Cq0 <-=  в [1] понима-
ется начальные вложения капитала, складывающиеся
из собственных средств инвестора 0pq 00 <-  и старто-
вого кредита 0Yp0 <-=  в счет открытой кредитной
линии. Предполагается, что выполнено условие, которое
называется условием «консолидированных» затрат [1]:

.n...,,2,1t;0pq tt =³- (16)

При выполнении этого условия величины tt p,q могут
иметь произвольные знаки. В этом случае дополни-
тельные вложения в проект делаются не за счет инве-
стора, а за счет новых кредитов.

При 0t =  должно выполняться ослабленное усло-
вие [4]:

.Hpq 00 -³- (17)

Величина Н интерпретируется в модели, как величи-
на собственных средств. Согласно формуле (7) для
платежей по кредитной линии условие (17) будет
иметь вид (25) в новых переменных, а условие консо-
лидированных затрат (16) принимает форму:

.n...,,2,1t,qZZ)g1( tt1t =£-¢+ - (18)

В [4] изучалась задача максимизации (15) с ограни-
чениями (10, 11, 12, 18, 25).

План, построенный по формуле (9), позволяет под-
держивать остаток долга на максимальном уровне.
Аналогично тому, как это было сделано в [1], доказы-
вается, что если план (9,12) удовлетворяет условиям
(10) и (17), то он оптимален (оптимальность), а если не
удовлетворяет, то не существует допустимых планов
рассматриваемой задачи. При этом все составляющие
любого другого допустимого плана Z ¢  не превосходят

соответствующих составляющих плана Z (доминиро-
вание):

.1n...,,0t,ZZ tt -=£¢ (19)

Если снять ограничения (10), то отрицательные значе-
ния остатков можно интерпретировать как величины ос-
татков на депозитном счете с обратным знаком. Допуская
возможность размещения временно свободных средств
на депозитном счете, получим, следуя [1] задачу макси-
мизации (15) с ограничениями (11, 12, 18, 25). В такой по-
становке допустимыми могут быть, например, проекты у
которых .0qn <

Депозитная ставка r , вообще говоря, меньше кре-
дитной:

.gr < (20)
Формула (7), устанавливающая связь между плате-

жами и остатками долга, будет иметь теперь вид:

î
í
ì

<-¢+
³-¢+

=
--

--

.0Z,pZ)r1(
;0Z,pZ)g1(

Z
1tt1t

1tt1t
t (21)

Можно показать, что критерий (14) эквивалентен в
этом случае критерию [4]:

.max
)i1(

Z)ri(Z)gi(1n

0t
t

tt ®å
+

¢--¢--

=

-+

(22)

Здесь
).Z;0max(Z),Z;0max(Z tttt -== -+ (23)

Эти величины представляют собой суть обязатель-
ства и требования. При выборе оптимального плана
следует считать, что в любой момент времени либо
обязательства в любой момент времени равны нулю.
В противном случае в силу условия (20) фирма имела
бы убытки, и такой план был бы не оптимальным. При
таком предположении величина 0Z  означает либо ос-
таток долга, если она положительна, либо накоплен-
ную сумму на депозите, если она отрицательна.

Вместо (9) используется рекуррентное уравнение [1]:

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

<+
¢+

+

³+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢+

+

=
-

-

.0qZ;
r1
qZ

;0qZ;
g1
qZ;Smin

Z

tt
tt

tt
tt

1t

1t (24)

Здесь 1...,,nt = .
Аналогично тому, как это было сделано в [1], доказы-

вается, что если план (24,12) удовлетворяет условию
(17), то он оптимален (оптимальность), а если не удов-
летворяет, то не существует допустимых планов изу-
чаемой задачи. При этом все составляющие любого
другого допустимого плана Z ¢  не превосходят соответ-
ствующих составляющих плана Z (доминирование).

В этом случае показателем минимальных затрат на-
зывается величина 0

100 Z)g1(Zq -¢+-+  с обратным
знаком. Для не пустоты множества допустимых планов
в задаче с обобщенными условиями (18, 17) «консоли-
дированных» затрат, таким образом необходимо и
достаточно выполнения неравенства:

.Z)g1(ZqH 0
100 -¢+-+£- (25)

Уравнение для оптимальных остатков *
tZ  по безли-

митной кредитной линии будет иметь вид.
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;0qZ;
g1
qZ

Z

t
*
t

t
*
t

t
*
t

t
*
t

*
1t (26)

Величину *S  показателя минимального безлимит-
ного объема кредитной линии можно определить как
максимальное значение безлимитных остатков, опре-
деленных по формуле (26).

5. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР
В таблице приведены расчеты, иллюстрирующие

изучаемую методику. Исходные данные были выбраны
исходя из следующих условий:

.n...,,1,0t,Yw2S
,116YwZ.,руб.млн5Z,20,0w
,05,0w%,8r%,14g%,30i%,20c

.,руб.млн100C.,руб.млн680Y,4n

ttt

nn
0
n

0
1n

0

n

==
====

=====
===

-

В пятой строке получены безлимитные остатки по
формуле (26). Величина .руб.млн907*S =  показате-
ля минимального безлимитного объема кредитной ли-
нии можно определена в 6-й строке. В 7-й строке по-
лучена величина показателя минимальных затрат

.руб.млн0021Z)g1(Zq 0
100 =¢+-+ -  с обратным зна-

ком для безлимитных остатков. Значение показателя
(14) для безлимитных остатков составило 781 млн.
руб. (строка 10). Фактические значения доли заемного
капитала показаны в строке 11. В расчете получилось,
что доля заемного капитала по прогнозу [2] меняется
от 2% до 20%, а с оптимизацией – от 50% до 20%, т.е.
совсем не так, но вполне разумно (табл. 1).

Таблица 1

РАСЧЕТ ОСТАТКОВ ПО ВАРИАНТАМ

№ Наименование Значения
1 t, лет -1 0 1 2 3 4 5

2 wt по методике
D&T 0,02 0,05 0,08 0,11 0,14 0,17 0,2

3 qt 100 255 295 275 250 -
4 Yt 583 1 688 1 514 1 237 956 680 -
5 Z*t 5 907 754 543 329 116 -
6 S* - 907 - - - - -
7 Z * 0 + q0-(1 + g * 0)Z* - 1 - 1002 - - - - -
8 p*t (безлимитное) - -902 255 295 275 250 -
9 qt - p * t (безлимитное) - 1 002 0 0 0 0 -

10 х * t (безлимитное) 578 781 760 693 626 564 -
11 wt фактическое,% 0,86 53,74 49,79 43,93 34,44 17,05 -

6. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОЕКТА:
УПРОЩЕННАЯ МОДЕЛЬ

В этом параграфе показано, как исследовать устойчи-
вость инвестиционного проекта относительно возмож-
ного изменения стоимости денег на рынке, заданных
кредитной и депозитными ставками r,g . Сначала рас-
смотрим однопараметрическую задачу максимизации
(15) с ограничениями (10, 11, 12, 18, 25):

).g,z(Fmax)g(f*x
)g(ZzÎ

== (27)

Здесь )g(Z  – множество допустимых решений задачи.

Заметим, что задача (27) при заданном g , представ-
ляет собой задачу линейного программирования (ЛП)
специального вида, типа задачи дискретного оптималь-
ного управления с интегральным функционалом. Таким
образом, задача (27) является параметрической зада-
чей ЛП специального вида, и текущая стоимость )g(f
проекта определена нами в (27) как функция связанно
максимума [5] с учетом действующей на рынке средней
стоимости заемных средств %g , выделенных для фи-
нансирования аналогичных проектов. В момент заклю-
чения реального договора о предоставлении инвестору
кредитной линии рыночная стоимость заемных средств
может составить величину:

gga D+= ,
где gD  – малый параметр, представляющий собой

консолидированный процентный риск.
Необходимо исследовать устойчивость максималь-

ной стоимости от заданного параметра. Если бы в точ-
ке ga = функция (27) была бы дифференцируема,
то поставленная задача свелась бы к нахождению
дифференциала g)g(f)g(df D¢=  от стоимости (27). В
самом деле, тогда было верно бы представление:

),g(og)g(f)g(f DDD +¢= (28)

где величина )g(o D  удовлетворяет условию:

.0g,0
g

)g(o
®® D

D
D (29)

Из (29) следовало бы, что справедливо приближен-
ное равенство:

.g)g(f)g(f DD ¢» (30)

И производную )g(f ¢  можно было бы интерпретиро-
вать,  как коэффициент эластичности.  Его величина и
знак и определяли бы, какое изменение скорректиро-
ванной стоимости проекта соответствовало бы малому
изменению базовой ставки по кредитам. Вот статиче-
ская модель такого исследования. Динамическая, со-
стоит в том, что параметр tga =  представляет собой
функцию времени ,n...,,2,1t =  т.е. n – мерный век-
тор. Например, в договоре о кредитной линии преду-
смотрено возможность ежегодного изменения базовой
ставки по кредитам, в случае изменения соответст-
вующих ставок, действующих на рынке. В этом случае,
следовало бы построить дифференциал функции n
переменных:

,g),g(f)g(df D¢= (30.1)

где
)g(f ¢  – это вектор частных производных ttg g/ff ¶¶=¢

функции f  по переменным ,n...,,2,1t,gt =  а b,a  –
скалярное произведение двух n -мерных векторов b,a .

Тогда частную производную
tgf ¢  можно было бы ин-

терпретировать как коэффициент эластичности по па-
раметру tga = .  И все остальное осталось бы без из-
менения в предлагаемой модели исследования устой-
чивости.

К сожалению, функция )g(f  связанного максимума
(27), вообще говоря, не дифференцируема (см., на-
пример, [6, 7]). Но она будет при определенных усло-
виях дифференцируемой по любому направлению l  в
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n -мерном евклидовом пространстве nE . Рассмотрим
сначала модельный пример, когда функция )g(f , есть
конечный максимум от дифференцируемых функций

,m...,,2,1k),g(fk =  с распадающимися переменными:
),g(fmax)g(f k

m,...,2,1k=
= (31)

а потом вернемся к общему случаю. Тогда ее произ-
водная:

,)g(f)lg(fliml/)g(f
0 l

l
l

-+
=¶¶

+®
(32)

по любому направлению l  в n -мерном евклидовом
пространстве nE  определяться формулой [2]:

,l),g(fmaxl/)g(f k)g(Nk
¢=¶¶

Î
(33)

где )g(N  – подмножество множества индексов
{ }n,...,2,1N = , в которых достигается максимум в (31).

В [2] это множество в виду важности имеет специаль-
ное обозначение:

).g(fmaxArg)g(N k
Nk

=
Î

(34)

Для производной по направлению (32) имеет место
аналог соотношения (28):

( ) ),(o
l

)g(f)g(flgf)g(fl lllD +
¶

¶
=-+= (35)

где величина )(o l  удовлетворяет условию:

,0,0)(o
+®® l

l
l (36)

равномерно по .1l,El n =Î  Здесь l  – норма векто-

ра l  в nE . В частности при g/gl D=  получим из (35):

( )

( )

( ).gog),g(fmax

go
g
g),g(fmaxg

)g(o
l

)g(fg)g(flgf

k
)g(Nk

k
)g(Nk

DD

D
D
D

D

DDl

+¢=

=+¢=

=+
¶

¶
=-+

Î

Î
(37)

Это позволяет нам назвать обобщенным дифферен-
циалом функции максимума (31) выражение:

.g),g(fmax)g(Df k
)g(Nk

D¢=
Î

(38)

Тогда частную производную tk g/)g(f ¶¶  можно ин-
терпретировать, как коэффициент эластичности по
параметру tga = , но таких коэффициентов будет уже
n , в отличие от случая дифференцируемой функции

)g(f . При этом обобщенный дифференциал )g(Df
представляет собой, по сути, максимум из некоторых
обычных дифференциалов g),g(f)g(df kk D¢= .  И все
остальное осталось бы без изменений в предлагаемой
модели исследования устойчивости.

Поскольку для дифференцируемых функций
,m...,,2,1k),g(fk =  справедлива формула [5]:

,m...,,2,1k,l),g(fl/)g(f kk =¢=¶¶ (39)

То формуле (33) можно придать вид:
.l/)g(fmaxl/)g(f k)g(Nk

¶¶=¶¶
Î

(40)

В таком виде формула (33) допускает обобщение на
дифференцируемые по направлению функции

.m...,,2,1k),g(fk =  Например, тоже некоторые функ-
ции максимума. Это и понятно, поскольку тогда можно
представить итоговую функцию )g(f  в форме единого
максимума типа (31). Далее, все сказанное остается
справедливым и для функции минимума, поскольку
любой минимум можно представить как минус макси-
мум от функций, взятых со знаком минус [5]. При этом
оператор взятия максимума в (40), естественно, заме-
няется на оператор взятия минимума.

Таким образом, исследование устойчивости крите-
рия сводится к задаче построения обобщенного диф-
ференциала. Если это не удается в виду сложности
множества, по которому берется максимум, то всегда
можно ограничиться производными по направлениям

tl/f ¶¶  по направлениям 1,1lt -+=  в направлении оси

tg , которые представляют собой как бы двухсторон-
ний аналог частной производной ttg g/ff ¶¶=¢ . Их мож-

но обозначить, соответственно, как ++ ¶¶= ttg g/ff  и
-- ¶¶= ttg g/ff . И соответствующей им форме обобщен-

ного дифференциала по одной переменной:
,gfg)g(f)g(fd ttgttgtg

--++ -= DD (41)

Здесь по аналогии с (23) обозначено:
).g;0max(g),g;0max(g tttt DDDD -== -+ (42)

Для случая скалярного параметра ga = это ос-
новная, интуитивно наиболее понятная, форма обоб-
щения понятия дифференциала, и она будет иметь
вид:

.gfg)g(f)g(df gg
--++ -= DD (43)

7. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОЕКТА:
РЕАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ

Предположим, что множество допустимых решений
)g(Z  задачи (27) не пусто и оптимальное решение

,1n...,,1,0t),g(ZZ tt -== находится из рекуррентно-
го уравнения (9). В силу единственности решения ре-
куррентного уравнения (9), задача (27) также имеет
единственное решение ,1n...,,1,0t,Z t -=  и функция
максимума )g(f  получается из общего выражения
стоимости (15) проекта, подстановкой в него, получен-
ного оптимального решения:

.
)i1(

)g(Z)gi()g(f*x
1n

0t t
tå

+
¢-

==
-

=
(44)

Предположим, что функции ,1n...,,1,0t),g(ZZ tt -==

дифференцируемы по любому направлению 1,1l -+=

на прямой 1E  и обозначим их через ++ ¶¶= g/Z)Z( tgt  и
-- ¶¶= g/Z)Z( tgt  соответственно. Тогда, используя

простейшие формулы, обобщающие на случай произ-
водных по направлениям известные формулы диффе-
ренциального исчисления, получим выражение для
производных по направлениям 1l +=  от функции

)g(f :
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( )

( )
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)i1(
Z)gi(Z)c1(

)i1(
Z)gi(Z)gi(

g/ff

1n

0t
t

gtt

1n
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gttg

g

å
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¢-+--
=
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+
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=¶¶=

-

=

+

-

=

+
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 (45)

Производные по направлению ++ ¶¶= g/Z)Z( tgt  здесь
можно найти из рекуррентного уравнения, которое по-
лучается дифференцированием по этому же направ-
лению уравнения (9) с использованием обобщенной
формулы (40) для производной по направлению функ-
ции конечного максимума (минимума) с распадающи-
мися переменными (далее – уравнение в вариациях):
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qZS
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)c1)(qZ()g1(Z
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qZS,0
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qZS
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/))c1)(qZ(
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g1t (46)

С граничным условием:
,0)Z( gn =+ (47)

получающимся из конечного условия (12).
Заметим, что двигаясь от конца к началу в рекуррент-

ном уравнении (46), можно последовательно доказать
существование соответствующей производной по на-
правлению, которое вначале лишь предполагалось.

Производные -
gf  по направлению 1l -=  от функ-

ции )g(f  находятся из уравнения (45), где все плюсы в
верхних индексах следует заменить на минусы. Про-
изводные по направлению -- ¶¶= g/Z)Z( tgt находятся
из уравнения (46), модифицированного таким же обра-
зом. Поэтому мы их здесь и не выписываем.

Вот статическая модель устойчивости. Динамиче-
ская, состоит в том, что параметр tga =  представляет
собой функцию времени ,n...,,2,1t =  т.е. n -мерный
вектор. В этом случае, следовало бы построить обоб-
щенный дифференциал функции n  переменных типа
(38). Это гораздо более трудоемкая задача, решению
которой авторы предполагают посвятить следующую
работу в обозначенном направлении. Таким образом,
исследование устойчивости критерия сводится к зада-
че построения обобщенного дифференциала. Если
это не удается в виду сложности множества, по кото-
рому берется максимум, то приходится ограничиться
производными по ++ ¶¶= ttg g/ff  и -- ¶¶= ttg g/ff . Для ка-
ждой из них можно выписать уравнения, аналогичные
(45),(46). И соответствующую им форму обобщенного
дифференциала по одной переменной (41). Например,
для ++ ¶¶= kkg g/ff аналогом формулы (45) будет:

.
)i1(

)Z)(gi(Z)c1(
)i1(

)Z()gi(

g/ff

k
kgkkk
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0t t
kgtg

kkg
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+

+å
+

¢¢-
=

=¶¶=

+

-

=

+
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(48)

Производные по направлению ++ ¶¶= ktkgt g/Z)Z(
здесь можно найти из рекуррентного уравнения, ана-
логичного (46):
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С граничным условием:
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получающимся дифференцированием рекуррентного
уравнения (9), аналогично (49).

Совершенно аналогично решается вопрос об устойчи-
вости максимального значения стоимости по кредитной
ставке g  в задачe максимизации (22) с ограничениями
(11, 12, 18, 25). Или по депозитной ставке r . Задача ис-
следования их совместного влияния на устойчивость это
уже задача с векторным параметром и поэтому сводится
к построению обобщенного дифференциала типа (38) от
вектора отклонения )r,g( DD  и будет рассмотрена ввиду
сложности в отдельной работе. Таким образом, даже в
этом сравнительно простом случае двумерного вектор-
ного параметра, исследование устойчивости критерия
сводится к задаче построения обобщенного дифферен-
циала. Если это не удается в виду сложности множества,
по которому берется максимум, то всегда можно ограни-
читься производными по направлениям l/f ¶¶  по на-
правлениям 1,1l -+=  в направлении осей r,g , которые
представляют собой как бы двухсторонний аналог част-
ных производных g/ffg ¶¶=¢ , r/ffr ¶¶=¢ . И соответст-
вующей им форме обобщенного дифференциала по ка-
ждой переменной типа (43).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение отметим, что экстремальное значение стоимо-

сти проекта получается в результате решения задачи ЛП со
связанными ограничениями. Поэтому, ее дифференцируе-
мость по направлению впрямую доказать было бы не просто.
Однако решение, если оно существует единственно и получа-
ется из рекуррентного уравнения содержащего базовые ставки,
как параметры, и отягощенного оператором взятия минимума в



АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 2’2010

6

правой части. Поэтому оно (уравнение) может быть продиф-
ференцировано по любому направлению и полученное урав-
нение будет по своей сути уравнением в вариациях относи-
тельно неизвестных производных от оптимального решения по
тому же направлению. Если параметр один, как в базовой за-
даче, то это полностью решает задачу построения обобщенно-
го дифференциала. Если же их хотя бы два, как во 2-й задаче,
то это гораздо более сложная задача, и она может служить
темой нашей следующей работы.

Таким образом, и экономическая сторона полученных ре-
зультатов ясно просматривается, и предложенная математи-
ческая модель исследования устойчивости получилась нетри-
виальной. Так вышло, потому что математики с точки зрения
устойчивости производные по направлению не рассматривали,
а из них, как нам удалось показать, тоже можно соорудить не-
что вроде дифференциала в силу равномерной сходимости
нормированного остатка. Только он будет уже не линейной
функцией приращения, а кусочно-линейной и выпуклой. Такова
суть нашей работы, которая может стать полезной банковским
аналитикам, а также служить основой для дальнейших теоре-
тических исследований в области анализа рисков.
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РЕЦЕНЗИЯ
Рассматривается задача оптимизации финансирования инвестици-

онного проекта в форме кредитной линии. Известно, что денежный
поток (ДП) на собственный капитал инвестора получается из ДП на
инвестированный капитал путем учета дополнительно суммы выплат
процентов по кредиту и изменения задолженности. Трудность практи-
ческого применения модели ДП на собственный капитал инвестора
связана с отсутствием удовлетворительных моделей прогнозирования
задолженности в прогнозный период. Специалистами компании «Де-
лой и Туш» было рекомендовано интерполировать структуру инвести-
руемого капитала в прогнозном периоде линейным образом. С равно-
мерным изменением структуры от начального, фактического, уровня
до целевого, определенного из анализа отрасли. Эта модель получи-
ла широкое распространение и на данный момент является основной.
С другой стороны, использование модели «Делой и Туш» не позволя-

ет оптимизировать финансирование ДП на собственный капитал. По-
этому возможны случаи, когда подсчитанная таким образом стоимость
собственного капитала оказывается отрицательной, тогда как при оп-
тимизации задолженности в прогнозный период она может стать по-
ложительной, как было показано ранее в работе А.В. Белякова.

В связи с этим в настоящей работе показано, как исследовать ус-
тойчивость инвестиционного проекта относительно возможного изме-
нения стоимости денег и как использовать полученные результаты
для анализа рисков сопутствующих проекту. Показано, что стоимость
собственного капитала проекта в общем случае является не диффе-
ренцируемой функцией консолидированного риска, выраженного в
возможном изменении рыночной кредитной ставки по сравнению с
действующей по договору об открытии кредитной линии. Показано
что, тем не менее, указанная функция является дифференцируемой
по направлениям, и предложен способ их расчета. Полученные произ-
водные интерпретируются как коэффициенты эластичности в предло-
женной методике анализа рисков. Тем самым предложена новая ме-
тодика анализа рисков, которая может использоваться финансовыми
аналитиками, а также служить основой для соответствующих теорети-
ческих исследований.

Все это определяет актуальность, научную новизну и практическую
значимость полученных результатов. Все результаты строго доказа-
ны. Считаю, что статья А.В. Белякова, А.Г. Перевозчикова может быть
опубликована в журнале «Аудит и финансовый анализ».

Фирсова Е.А., д.э.н, профессор, проректор по научной работе
Тверского института экологии и менеджмента, декан факультета
экономики и менеджмента

8.7. INVESTMENT PROJECT
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Branch in Tver;
A.G. Perevozchikov, Doctor of Sciences (Physical and
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The investigation task of investment project stability in
respect to a possible cash value change is regarded. It is
shown that in general case the value of the actual project
capital is not the differentiated function of consolidated
risk, expressed in the possible change of the market credit
rate in comparison with the actual one, according to the
contract of the opening the credit line. It is shown that the
given function is differentiated in the directions and the
method of their calculation is suggested.
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