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10.7. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
МОДЕЛЬ РЕАЛИЗАЦИИ
ПРОИЗВОДСТВЕННОГО

ПРОЕКТА ГРУППОЙ
ПРЕДПРИЯТИЙ

Романов Б.А., к.т.н., зав. кафедрой математических
дисциплин Московского бухгалтерского института

Формулируется оптимизационная динамическая стохастическая мо-
дель реализации производственного проекта группой предприятий. В
числе факторов формирования производственных мощностей рас-
сматривается использование резервов, перепрофилирование части
мощностей не загруженных предприятий, строительство новых пред-
приятий и цехов, оптимальное распределение трудовых ресурсов. За
основу взята модель межотраслевого баланса, в которую внесены
поправки, учитывающие специфику модели группы предприятий. Раз-
работан алгоритм решения поставленной задачи на основе методов
декомпозиции общей задачи на комплекс частных взаимосвязанных
задач, которые решаются методом последовательных приближений.

Введение
В условиях рыночной экономики, которая начала

формироваться в России с начала 90-х годов, важное
значение имеет проектирование организационных
структур предприятий и организация производствен-
ных процессов с целью выпуска новой более конку-
рентно способной и эффективной продукции с низкой
себестоимостью. Для этого необходимо применять на-
учные, методологические и системотехнические прин-
ципы анализа проектируемых организационных струк-
тур предприятий и производственных процессов.

Особенно важное значение проектирование органи-
зационных структур и производственных процессов
имеет при реализации крупных производственных про-
ектов, связанных с большими инвестициями. Еще на
стадии разработки проектов целесообразно провести
математическое моделирование реализации проекта,
которое включало бы максимальное количество факто-
ров, влияющих на его реализацию, вскрывало возмож-
ные технические и экономические риски и позволило
реально оценить требуемые материальные, финансо-
вые и трудовые ресурсы, время выполнения заданного
проекта и факторы, сдерживающие его выполнение.

Для проведения такого моделирования нужно разра-
ботать достаточно детальную математическую модель
производственных процессов на предприятиях, вклю-
ченных в реализацию проекта с учетом оптимизации
этих процессов, включая издержки производства, затра-
ты труда, затраты на перепрофилирование предпри-
ятий, осуществление строительства новых производст-
венных мощностей. Эта модель должна позволить оп-
ределить взаимосвязи между предприятиями, реали-
зующими производственный проект, объемы и дина-
мику взаимных поставок с учетом территориальной
удаленности предприятий, динамику всех основных
производственных процессов, процессов подготовки и
распределения трудовых ресурсов и процессов подго-
товки и освоения производственных мощностей. Мо-
дель также должна отразить технические и экономиче-
ские риски и их последствия при реализации заданного
производственного проекта.

В данной работе сделана попытка решить, хотя бы
частично, проблемы моделирования производственных
процессов и организационных структур для повышения

уровня организации производственной деятельности
предприятий и ускорению их научно-технического про-
гресса.

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОИЗВОД-
СТВЕННЫХ ПРОЦЕССОВ И
ОРГАНИЗАЦИОННЫХ СТРУКТУР

1.1. Постановка общей задачи модели-
рования производственных процессов и
организационных структур

Организационные структуры производства, как и
производственные процессы, в значительной степени
определяются планами реализации производственных
проектов. При планировании производственных проек-
тов важным этапом является системный анализ воз-
можностей их реализации. Один из вариантов систем-
ного анализа производственного проекта может быть
сформулирован следующим образом.

Пусть задан проект производства некоторой продук-
ции в заданном ассортименте. Требуется определить,
какие ресурсы потребуются для реализации этого про-
екта, включая производственные мощности предпри-
ятий, выпускающих эту продукцию, производственные
мощности обеспечивающих предприятий, кадровое
обеспечение реализации заданного производственного
проекта и т.д. При этом необходимо знать, сколько вре-
мени потребуется для его реализации, каков будет ход
освоения выпуска продукции на производственных
мощностях и когда предприятия выйдут на заданный
уровень производства.

Может быть также поставлен вопрос о максимально
возможном выпуске продукции на имеющихся произ-
водственных мощностях и, наоборот, какие потребуют-
ся производственные мощности и трудовые ресурсы
необходимы для выпуска заданного объема продукции,
какие ресурсы могут быть ограничивающими факторами
и каково будет влияние этих факторов на реализацию
проекта. Важно также оценить динамику во времени
всех процессов, которые обеспечивают реализацию за-
данного проекта.

Современные производственные процессы протека-
ют в условиях технических и экономических рисков.
Эти риски можно в определенной степени учесть, счи-
тая, что параметры организационных структур и про-
изводственных процессов имеют отклонения от сред-
них значений. Желательно учесть возможный разброс
значений параметров и определить их влияние на ос-
новные выходные данные реализуемого проекта.

Чтобы ответить на эти вопросы необходимо исполь-
зовать математические методы анализа организаци-
онных структур и производственных процессов. В на-
стоящее время не существует универсальной модели
производственных процессов, которая охватывала бы
все стороны их функционирования.

Наибольшее приближение к реальному современно-
му взаимосвязанному производству дает модель меж-
отраслевого баланса. Эта модель в основных своих
чертах отражает структуру современного производст-
ва и взаимосвязь всех отраслей экономики государст-
ва в процессе производства и распределения продук-
ции [1-32].

Однако такая модель весьма обобщенно отражает
производственные процессы. Тем не менее, эту мо-
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дель можно принять за основу при моделировании
производственных процессов, но затем изменить и до-
полнить элементами, которые в большей степени, чем
модель межотраслевого баланса, отражают реальные
производственные процессы. Для этого сначала рас-
смотрим модель межотраслевого баланса.

Ядро межотраслевой модели составляет система
уравнений межотраслевого баланса, отражающая связь
между валовым производством продукции отраслей и
ее потреблением. Продукция для потребления включа-
ет промежуточную продукцию, предназначенную для
внутреннего производственного потребления, и конеч-
ную продукцию, идущую на потребление внутри страны
и на экспорт.

В состав конечной продукции также обычно включа-
ются и производимые основные средства, которые, в
определенном смысле, предназначены для внутри-
производственного потребления, т.к. используются от-
раслями, производящими конечную продукцию в про-
цессе обновления или создания новых производст-
венных фондов [5, 16-20].

Процесс изменения уровня производства в отраслях
наиболее полно отражается в рамках динамической
модели межотраслевого баланса. Рассмотрим мате-
матическую формулировку этой модели. Пусть задано
множество отраслей, обозначаемое через NM . Тогда
систему уравнений межотраслевого баланса в стоимо-
стном выражении – классическую модель Леонтьева –
можно записать в виде [5, 16-20]:
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где
)t(ix  – валовой выпуск продукции i -й отрасли;

ija  – коэффициент прямых затрат промежуточной

продукции или услуг i -й отрасли в j -й отрасли;

iy  – выпуск конечной продукции в i -й отрасли;

)t(if  – выпуск основных средств в i -й отрасли;

)t(ir  – выпуск продукции i -й отрасли на экспорт.

Специфика производственных процессов на уровне
предприятий заключается в том, что анализируется не
экономика в целом, а некоторая ограниченная группа
предприятий. Тем не менее и для отдельного пред-
приятия также выполняется балансовое соотношение
(1.1) затрат на производство и выпуск продукции. По-
этому эту систему, в принципе, можно использовать
для построения балансовых соотношений производст-
ва и распределения продукции и для группы взаимо-
связанных предприятий.

При использовании для моделирования производст-
венной деятельности группы предприятий уравнений
межотраслевого баланса следует учесть специфиче-
ские особенности функционирования производства вза-
имосвязанной группы предприятий.

Рассмотрим группу взаимосвязанных предприятий, ко-
торые производят некоторую продукцию в заданном и
свободном ассортименте. Задачу реализации производ-
ственного проекта можно сформулировать в следующем
виде:  пусть требуется в первую очередь увеличить вы-

пуск продукции в заданном ассортименте, а во вторую
очередь выпуск продукции в свободном ассортименте.

Следует отметить, что модель реализации производ-
ственного проекта группы предприятий может быть
реализована в игровой постановке, учитывая возмож-
ную несогласованность цели и задач отдельных пред-
приятий. В данной модели предполагается, что произ-
водственный проект, подлежащий реализации, одобрен
и согласован всеми предприятиями, участвующими в
его реализации. Более того, предполагается, что между
этими предприятиями установлены договорные отно-
шения, определяющие обязательства, связанные с
реализацией производственного проекта, в частности,
обязательства по объемам и срокам поставки продук-
ции, по инвестициям в проект и т.д.

В этом случае реализация проекта осуществляется по
заранее согласованному плану. В предлагаемой моде-
ли принят оптимизационный подход, позволяющий ис-
следовать производственный проект с точки зрения
оценки минимальных инвестиций и минимума времени
на его реализацию.

Цель состоит в том, чтобы определить какие пред-
приятия целесообразно использовать для реализации
этого проекта, какие материальные и трудовые ресур-
сы потребуются для этого, сколько потребуется вре-
мени на реализацию проекта, какова будет динамика
выпуска продукции, какие могут возникнуть ограниче-
ния при его реализации, какова будет стоимость реа-
лизации проекта и т.д.

За основу модели реализации указанного проекта
примем систему уравнений межотраслевого баланса,
которая будет модифицирована с учетом поправок, от-
ражающих специфику функционирования производст-
венных процессов взаимосвязанной группы предпри-
ятий. Пусть задано множество предприятий, которые
взаимодействуют между собой в процессе производст-
ва и распределения продукции в рамках реализуемого
проекта. В модели межотраслевого баланса задается
множество отраслей, которые полностью описывают
экономику государства. Обозначим это множество так-
же через NM , но в предлагаемой модели будем рас-
сматривать его как множество предприятий, непосред-
ственно занятых реализацией заданного проекта.

В модели межотраслевого баланса связи между от-
раслями замкнуты, т.е. вся выпускаемая и распреде-
ляемая продукция отражена в системе его уравнений.
Эта продукция подразделяется на:
· промежуточную, используемую другими предприятиям

для производства собственной продукции;
· конечную продукцию, направляемую для внутреннего по-

требления;
· продукцию производимую на экспорт и производимые ос-

новные средства.
В рассматриваемой модели взаимосвязанной группы

предприятий связи могут быть установлены как между
предприятиями этого множества, так и с предприятиями
вне этого множества.

Чтобы отразить это в предлагаемой модели группы
предприятий дополнительно введем множество пред-
приятий QM . Предприятия этого множества поставляют

необходимую промежуточную продукцию на предприятия
множества NM . К таким условным предприятиям можно
отнести, например, организации, снабжающие предпри-
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ятия множества NM  теплом, электроэнергией, а также
сырьем, материалами, комплектующими, если они сами
не потребляют продукцию предприятий множества NM .
В последнем случае они должны быть включены в мно-
жество NM . Если же предприятия множества QM  по-

требляют промежуточную прдукцию, производимую
предприятиями множества NM , то поставки промежу-

точной продукции предприятий множества NM  на пред-

приятия множества QM ,  а также и на другие предпри-

ятия вне множества NM , можно представить в виде от-
дельного слагаемого в правой части уравнения (1.1), а
закупки промежуточной продукции предприятиями мно-
жества NM  у предприятий множества QM  будут учтены

ниже при формировании соотношений, связывающих ва-
ловой выпуск предприятий множества NM  с затратами,
необходимыми для создания собственной продукции.

В предлагаемой модели взаимосвязанной группы
предприятий примем, что выпускаемая конечная про-
дукция подразделяется на продукцию в заданном ас-
сортименте, продукцию в свободном ассортименте,
продукцию на экспорт и оборудование из состава ос-
новных средств. Кроме того, примем допущение, что
выпускаемая каждым предприятием продукция пред-
ставляет собой обобщенный монопродукт, специфич-
ный для данного предприятия.  В дальнейшем будет
выполнено обобщение на случай выпуска продукции в
виде набора различных товаров.

С учетом указанных замечаний можно рассматривать
систему уравнений (1.1) как уравнение баланса выпуска
и распределения продукции предприятиями множества

NM . Эту систему уравнений производства и распреде-

ления продукции на i -м предприятии множества NM  в

момент времени t  можно записать в виде:
å
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где
)t(ix  – валовой выпуск продукции на i -м предприятии;

ija  – коэффициент прямых затрат промежуточной про-

дукции или услуг i -го предприятия на j -м предприятии;
)t(iy  – выпуск продукции в заданном ассортименте

на i -м предприятии;
)t(iŷ  – выпуск продукции в свободном ассортимен-

те на i -м предприятии;
)t(if  – выпуск оборудования на i -м предприятии;

)t(ir  – выпуск продукции i -го предприятия на экспорт;

)t(iw  – выпуск продукции i -го предприятия в качест-

ве промежуточной продукции для предприятий вне мно-
жества NM , задается экзогенно как функция времени.

Группа предприятий, которая рассматривается в
данной модели должна иметь достаточное количество
взаимных связей. Критерием этого количества являет-
ся требование, чтобы матрица коэффициентов прямых

затрат ija NMj,i Î  была продуктивной. Это оз-

начает, что система уравнений (1.2) относительно ве-
личины )t(ix  при неотрицательных значениях вели-
чин в правой части этого уравнения должна иметь не
отрицательное решение.

Для того, чтобы отразить затраты промежуточной
продукции предприятий множества NM , поставляе-

мых предприятиями множества QM , запишем сле-

дующую систему уравнений:
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где

kjz  – коэффициенты удельных затрат промежуточ-

ной продукции j -го предприятия множества NM  на

k -м предприятии множества QM ;

)t(kw  – объем поставок промежуточной продукции

k -го предприятия множества QM  на предприятия мно-

жества NM .
На предприятиях в качестве промежуточной продук-

ции, поставляемой из других предприятий, в принципе
могут использоваться также импортные товары. Для то-
го, чтобы учесть их затраты, введем элемент матрицы
затрат импортных товаров на единицу валового выпус-
ка продукции предприятия, обозначаемый nju , который

показывает долю товаров не конкурирующего импорта с
индексом n , требуемую для выпуска продукции j -го
предприятия множества NM . Элементы этой матрицы
являются составной частью общей матрицы затрат, ко-

торая включает элементы матриц ija  и nju .

Обозначим через )t(nz  объем импорта не конкури-
рующих товаров n -го типа, принадлежащих множест-
ву UM . Тогда уравнение, связывающее объем импор-

та не конкурирующего товара n -го типа с валовым
выпуском продукции j -го предприятия в момент вре-
мени t  можно записать в виде:

å

Î

=

N
Mj

)t(
j

x
nj

u)t(nz , UMnÎ . (1.4)

Система уравнений (1.1) вместе с системами (1.3); (1.4)
образуют полную система балансовых уравнений мате-
риальных затрат и выпуска продукции на предприятии. В
этих уравнениях затраты на предприятии описываются
матрицами коэффициентов прямых материальных за-

трат ija  и nju  аналогично тому, как это принято в мо-

дели межотраслевого баланса. В последней модели ко-
эффициенты рассчитываются на основе построения ма-
териальных балансов всего хозяйства страны [1-18, 21,
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22]. Однако использование значений этих коэффициен-
тов в модели функционирования группы предприятий
весьма проблематично, т.к. отраслевые коэффициенты
представляют собой усреднения по отраслям и зависят
от уровня агрегации отраслей не говоря уже о прибли-
женности представления экономики в отраслевом разре-
зе. Поэтому для применения в данной модели эти коэф-
фициенты целесообразно рассчитывать на основе дан-
ных о затратах на конкретных предприятиях.

Одной из характеристик приближения межотраслевых
моделей является представление выпуска продукции в
отраслях в виде монопродукта [3,5,15]. Хотя существу-
ют теоретические разработки много продуктовых отрас-
левых балансов, однако в реальной практике они не по-
лучили широкого распространения[11]. Представление
выпуска продукции на предприятиях в виде монопро-
дукта снижает точность модели, поэтому в данной мо-
дели принят много продуктовый подход.

В классической модели межотраслевого баланса по-
нятия «продукт», «технологический способ производст-
ва» и «организационная форма деятельности» тожде-
ственны. В связи с этим структура производственного

процесса отражена в форме матрицы ija . При моде-

лировании деятельности предприятий нельзя признать
тождественность указанных понятий, т.к. принципиаль-
но надо отразить выпуск предприятиями нескольких ви-
дов продукции.

Существуют различные подходы к трансформации
классической модели в многопродуктовую. В [11, 16, 22]
рассмотрены следующие виды трансформации. В рабо-
те [11] приводится модель с выпуском в дополнение к
основному виду продукции еще дополнительного (со-
пряженного) продукта. Такая модель имеет ограничен-
ный круг применения. В другом варианте многопродук-
товой трансформации этой же работы рассматривается
множество матриц технологических вариантов произ-
водств. Однако большое количество этих матриц при-
водит к сильному усложнению модели и необходимости
вводить экзогенные переменные в виде удельных весов
различных производств.

В работе [11] также описывается подход к трансфор-
мации в многопродуктовую модель на основе прямо-
угольной матрицы затрат. Однако в этой модели также
нужно задавать экзогенные величины – удельные веса
видов выпускаемой продукции, которые фиксируются на
весь период расчета на модели. Это также является
сильным ограничением при использовании данного под-
хода для трансформации в многопродуктовую модель.

В той же работе рассматриваются подходы к транс-
формации в многопродуктовую модель без введения
экзогенных параметров на основе оптимизации техно-
логических вариантов производств. Задачи такого ти-
па, называемые теоремами о замещении рассматри-
вались в [9] и были направлены на выбор оптималь-
ной структуры межотраслевых пропорций.

В работе [16] трансформация классической модели
межотраслевого баланса в многопродуктовую осуще-
ствляется на основе введения матрицы выпуска про-
дукции в дополнение к матрице затрат. Модель этого
типа в более общем виде известна как модель Нейма-
на по имени ее автора. Обобщением модели Неймана
является модель Гейла. Эти модели служат больше
для теоретических исследований динамики развития
экономики, чем для практического применения. Одним

из ограничений для практического применения являет-
ся необходимость каким-то способом расчета матриц
выпуска продукции.

Анализ имеющихся методов трансформации класси-
ческой модели межотраслевого баланса в многопродук-
товую модель показывает, что их применение или силь-
но ограничено или сопряжено со значительными и даже
непреодолимыми трудностями. Поэтому автор данной
работы предлагает собственный подход к трансформа-
ции в многопродуктовую модель, заключающийся в
следующем. Каждое предприятие может выпускать не-
сколько видов продукции из заданного множества. При
этом разные предприятия могут выпускать формально
одинаковую продукцию. Однако формально одинаковая
продукция может иметь различия, не учитываемые в
классификации, но учитываемые тем, что выпускаются
на разных предприятиях.

Трансформация классической модели в многопродук-
товую в данном подходе осуществляется посредством
преобразования матрицы затрат в 3-х мерный массив
затрат с учетом вида выпускаемой продукции.

Для того, чтобы представить уравнение (1.2) в много-
продуктовом виде, введем множество продуктов, кото-
рые выпускаются предприятиями или затрачиваются ими
при производстве своих продуктов, обозначаемое через

RM . Тогда матрицы коэффициентов затрат ija , nju

и kjz  преобразуются к массивам вида ijra , njru  и

kjrz RMr Î , а уравнения (1.2-1.4) примут вид:
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Оценка коэффициентов прямых затрат представляет
собой отдельную задачу. Наиболее точно эти коэффи-
циенты можно получить исходя из данных о затратах на
предприятиях, участвующих в реализации производст-
венного проекта или на аналогичных предприятиях.

Известно, что коэффициенты прямых затрат зависят
от объема выпуска продукции. Если такие зависимости
известны, то данная модель может быть адаптирована
применительно к использованию таких зависимостей.

Предлагаемый подход интересен также тем, что при
суммировании уравнения (1.5) по индексу RMr Î оно
превращается в исходное классическое уравнение.
Это свойство в дальнейшем будет использовано при
разработке методов решения задачи, поставленной в
конце данного раздела.

При разработке данной модели на уровне предприятия
целесообразно, наряду с материальными, затратами
учитывать также и остальные затраты, в первую очередь,
затраты труда. Обозначим через )t(iĥ  количество заня-
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тых на i -м предприятии в момент времени t , а через

im  отношение среднего ежемесячного фонда оплаты
труда к ежемесячному валовому выпуску продукции,
производимой на i -м предприятии. Тогда затраты труда
можно выразить в виде слагаемого i)t(iĥ m , которое
следует включить в правую часть уравнения (1.2).

В принципе, в числитель коэффициента im  можно
включать не только оплату труда, но и другие не мате-
риальные расходы, например, плату за землю, амор-
тизацию основных средств, налоги, кредиты и т.д. То-
гда это будет коэффициент, отражающий помимо ма-
териальных и все остальные расходы.

Слагаемое i)t(iĥ m  можно преобразовать, выразив

количество занятых на предприятии через валовой
выпуск продукции. Обозначим через jx  трудоемкость

производства продукции на j -м предприятии при
обычном режиме работы, которая представляет собой
отношение количества занятых к объему валового вы-
пуска продукции. Тогда количество занятых на пред-
приятии в момент времени t  можно записать в виде:

)t(ixi)t(iĥ x= .  (1.8)

Слагаемое i)t(iĥ m  можно преобразовать к виду

ii)t(ix mx . Представим два последних сомножителя в
этом слагаемом в виде диагональной матрицы, в кото-
рой по диагонали стоят произведения iimx  и обозна-

чим элементы этой матрицы через ijf . После чего

слагаемое ii)t(ix mx  можно записать в виде:
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С учетом многопродуктового подхода элементы мат-
рицы ijf  можно преобразовать в элементы 3-х мерно-

го массива ijrf , вычисляя соответствующие сомножи-

тели относительно затрат на продукты из множества

RMr Î , в результате чего слагаемое не материаль-
ных затрат примет вид:
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Вводя это слагаемое в правую часть уравнения (1.5)
и объединяя (суммируя) элементы массивов ijra и

ijrf в элемент, обозначаемый ijrâ  получим модифи-

цированное балансовое многопродуктовое уравнение
применительно к предприятиям множества NM :
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Поскольку предприятия корпорации в рамках реали-
зации заданного проекта производят продукцию на

экспорт, а также импортируют товары, то целесооб-
разно включить в модель систему уравнений, выра-
жающих величину сальдо внешнеторгового баланса
корпорации, также зависящую от времени, которую
обозначим как )t(s . Тогда уравнение для сальдо
внешнеторгового баланса можно записать в виде
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Условие того, что часть конечной продукции i -го
предприятия, выражаемая величиной )t(iy , должна
производиться в заданном ассортименте, можно запи-
сать в виде соотношения:

irq)t(a)t(iry = , (1.11)

где irq  – доля выпуска на i -м предприятии товара
r -го вида в общем объеме выпуска товаров в задан-
ном ассортименте;

)t(a  – общий объем выпуска товаров в заданном
ассортименте.

Величина )t(a  определяется суммированием по
всем предприятиям товаров, выпускаемых в заданном
ассортименте
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Общий выпуск конечной продукции предприятий
складывается из продукции, выпускаемой в заданном
ассортименте, продукции в свободном ассортименте,
продукции, выпускаемой на экспорт и оборудования,
поставляемого для обновления или расширения про-
изводственных мощностей. Величину общего выпуска,
обозначаемую через )t(g  можно выразить в виде:
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NMi RMr
)irfirrirŷ()t(a)t(g . (1.13)

Выпуск продукции в заданном ассортименте, описывае-
мый уравнениями (1.11); (1.12) рассматривался в работах
[23-25], где выполнен детальный анализ зависимости про-
изводства этой продукции от размеров производственных
мощностей отраслей. Однако в этих работах не рассмат-
ривается совместно выпуск продукции в заданном и сво-
бодном ассортименте, как это принято в данной модели.
Отметим также, что в [23-25] уравнения (1.11); (1.12) рас-
сматриваются на уровне отраслей, тогда как в данной мо-
дели они рассматриваются на уровне предприятий, где
информационная база представляется более детально.

Поскольку рассматриваемая нами задача должна быть
оптимизационной, то закончив с уравнениями, перейдем
к ограничениям. Валовой выпуск продукции предприятий
ограничивается их производственными мощностями.
Обозначим через )0(ip  производственную мощность

i -го предприятия в начальный момент реализации за-
данного производственного проекта. В последующие
моменты времени производственная мощность этого
предприятия может увеличиться за счет перепрофили-
рования части производственной мощности других
предприятий, которые будут избыточными.

Кроме того, производственная мощность может воз-
расти за счет строительства новых цехов, участков и
т.д. Производственная мощность предприятия может
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также уменьшаться, в случае, если она используется
как донор для перепрофилирования под выпуск дефи-
цитной продукции.

Обозначим изменение производственной мощности
i -го предприятия в результате перепрофилирования
избыточной мощности предприятий множества NM

через )t(ipD , а прирост производственной мощности

за счет нового строительства через )t(icD . При этом

величина )t(ipD  может быть как положительной, так и
отрицательной. Положительной эта величина будет в
том случае, когда производственная мощность i -го
предприятия увеличивается за счет перепрофилиро-
вания производственной мощности другого предпри-
ятия и уменьшается, если это предприятие имеет из-
быточную мощность, которая перепрофилируется под
выпуск продукции другого предприятия, производст-
венная мощность которого должна увеличиться. Тогда
ограничение на валовой выпуск продукции i -го пред-
приятия в момент времени t  можно записать в виде:
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В межотраслевых моделях увеличение валового вы-
пуска за счет прироста производственных мощностей
обычно выражается через коэффициенты приростной
фондоемкости, которые входят в состав отдельного
слагаемого в правой части уравнения (1.1) или в виде
отдельного соотношения, подобного (1.13). Эти коэф-
фициенты в усредненном виде отражают процесс при-
роста производственных мощностей [5,16-18]. В них не
учитывается специфика прироста мощностей конкрет-
ных предприятий. В большинстве межотраслевых мо-
делей прирост производственных мощностей осущест-
вляется только за счет нового строительства. В модели
[17] рассмотрен прирост производственных мощностей
отраслей за счет перепрофилирования мощностей дру-
гих отраслей и нового строительства. На уровне отрас-
лей этот процесс описан в данной модели достаточно
подробно. Однако в этой модели имеются недостатки:
· не вполне обосновано перепрофилирование части мощно-

стей одной отрасли в другую с точки зрения его издержек
по перепрофилированию, поскольку коэффициенты затрат
на перепрофилирование задаются экзогенно;

· коэффициенты перепрофилирования, которые показывают
изменение мощности после перепрофилирования, также
задаются экзогенно и не указано способов для их расчетов.

То же самое относится и к моделированию прироста
производственных мощностей за счет нового строи-
тельства. Этот процесс также базируется на экзогенно
задаваемых коэффициентах затрат и коэффициентах
ввода новых мощностей.

В предлагаемой модели на уровне предприятия при-
водится обоснование и вводится критерий перепрофи-
лирования с точки зрения минимума издержек на его
проведение, а также формулируется методика расчета
коэффициентов перепрофилирования. Затраты на пе-
репрофилирование определяются не на основе задан-
ных экзогенно коэффициентов затрат, а на основе рас-
чета потребностей оборудования для перепрофилиро-
вания, более реально отражающего моделируемый
процесс. При этом моделируется выпуск необходимого

оборудования, его доставка на перепрофилируемые
предприятия и монтаж. Эти процессы и определяют
ввод в строй перепрофилированных предприятий, тогда
как в модели [17] и ввод в строй моделируется на осно-
ве экзогенно задаваемых коэффициентов.

Процесс нового строительства в предлагаемой модели
описывается на основе моделирования деятельности
строительных предприятий и предприятий, выпускаю-
щих оборудование для вновь построенных предприятий
или цехов. При этом учитываются производственные
мощности занятых строительных предприятий, модели-
руется оптимальное распределение этих мощностей по
строящимся объектам, а также учитываются циклы про-
изводства необходимого оборудования, время его дос-
тавки и монтажа. В модели [17] любая продукция, в т.ч.
используемая для перепрофилирования и нового строи-
тельства, оценивается на уровне отрасли в виде моно-
продукта, тогда как в предлагаемой модели функцио-
нирования группы взаимосвязанных предприятий принят
многопродуктовый подход.

Для введенных величин )t(ipD  и )t(icD надо сфор-
мулировать ограничения или соотношения, позволяющие
вычислять их в момент времени t . Перепрофилирование
производственной мощности предприятия может осуще-
ствляться под выпуск продукции разных предприятий, что
приводит к увеличению производственных мощностей
этих предприятий. Чтобы это учесть введем элемент мат-
рицы )t(ijpD , который представляет собой долю избы-

точных мощностей i -го предприятия, которая перепро-
филируется под выпуск продукции j -го предприятия.
Обозначим положительные значения величин ipD  через

)t(ip+D , а множество соответствующих предприятий че-

рез PM  и назовем их предприятиями-реципиентами. То-

гда просуммированные по индексу j  строки матрицы
)t(ijpD  будут ограничены величиной )t(ip+D

å

Î

+
=

D
Mj

)t(
i

p)t(
ij

p DD , PMi Î . (1.15)

Просуммированные по индексу i  элементы матрицы
)t(ijpD  представляют собой уменьшение производст-

венной мощности j -го предприятия после его пере-
профилирования под выпуск продукции i -х предпри-
ятий, т.е. отрицательная величина )t(ipD , абсолют-

ное значение которой обозначим через -
ipD .

Множество соответствующих предприятий обозначим
через DM  и назовем их предприятиями-донорами.

Чтобы связать между собой величины )t(ijpD и

)t(ip-D  надо принять во внимание тот факт, что после

перепрофилирования под выпуск продукции i - го
предприятия производственная мощность j -го пред-
приятия изменится на коэффициент ijc , называемый

коэффициентом перепрофилирования. Тогда ограни-
чение на величину )t(ip-D  можно записать в виде:
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å

Î

-
=

P
Mj

)t(
i

p)t(
ij

p
ij

DDc , DMi Î . (1.16)

Важным параметром перепрофилирования является
стоимость его проведения. Эта стоимость является
функцией матрицы )t(ijpD и коэффициентов, пред-

ставляющих собой удельные затраты на проведение
перепрофилирования. Последние коэффициенты пред-
ставим в виде матрицы с элементами ijc . Тогда общую

стоимость затрат на проведение перепрофилирования,
обозначаемую через )t(r  можно записать в виде:

å

Î

å

Î

=

P
Mi

D
Mj

)t(
ij

p
ij

c)t( Dr . (1.17)

Расчет величины )t(ipD , как функции времени, пред-
ставляет собой достаточно сложную задачу. Для ее ре-
шения необходимо определить перечни предприятий-
доноров и реципиентов и объемы оборудования, которые
надо установить на перепрофилируемых предприятиях.
Далее надо моделировать процесс производства этого
оборудования, доставки и монтажа на перепрофилируе-
мых предприятиях. Эти процессы будут рассматриваться
в последующих частях статьи, а здесь будем считать, что
величина )t(ipD , как функция времени, задана.

Определение величины )t(icD  как функции времени,
представляющей собой приращение производственной
мощности i -го предприятия в результате нового строи-
тельства, также представляет собой сложный процесс.
Для этого надо предварительно определить общий
объем строительства, затем моделировать деятель-
ность строительных предприятий, которые будут осу-
ществлять новое строительство. Далее на определен-
ном этапе строительных работ будет подключаться
блок изготовления, доставки и монтажа оборудования.
Эти процессы будут рассматриваться в следующих час-
тях статьи, а здесь также будем считать, что величина

)t(icD , как функция времени, задана.
В последнюю очередь запишем ограничения на вели-

чины: )t(iz , )t(kw , )t(h , )t(iĥ , )t(iy , )t(ir , )t(if ,

)t(w , )t(s . Величину импорта целесообразно ограни-
чить сверху, чтобы увеличивать сальдо внешнеторгово-
го баланса. Общее количество занятых на всех пред-
приятиях, естественно, ограничивается численностью
той части трудоспособного населения, которая хочет и
может работать по найму на предприятиях при реали-
зации заданного производственного проекта. Выпуск
продукции в свободном ассортименте естественно ог-
раничить снизу, т.к. целью реализации производствен-
ного проекта является определение максимальных
возможностей по производству продукции в заданном и
свободном ассортименте. Величина товаров, произво-
димых на экспорт, как и величина сальдо внешнеторго-
вого баланса, должны быть ограничены снизу, чтобы
определить их максимально возможные значения.

Ограничение на величину выпуска промежуточной про-
дукции ),t(iw  для предприятий множества QM , а также

на величину выпуска оборудования ),t(if  не устанавли-

ваются. Первая из величин как функция времени задает-
ся экзогенно исходя из установившихся поставок продук-
ции на предприятия множества QM  или с учетом изме-

нений, которые могут возникнуть в связи с реализацией
заданного проекта. Вторая величина, как функция вре-
мени, рассчитывается в последующих частях статьи на
основе моделирования потребностей в оборудовании
при перепрофилировании предприятий и строительстве
новых объектов. Здесь также будем считать, что эта ве-
личина, как функция времени, также задана.

В данной модели в качестве ограничения для вектора
занятых на предприятиях )t(ĥ  используется функция
от времени )t(h

(
, которая рассчитывается в третьей

части статьи на основе решения оптимизационной за-
дачи перераспределения трудовых ресурсов и подго-
товки квалифицированных кадров в ходе реализации
заданного производственного проекта. В [13] рассмат-
ривалось влияние подготовки квалифицированных кад-
ров на выпуск продукции в отраслях. Это влияние оце-
нивалось как дополнительный выпуск продукции. В
данной модели рассматривается подготовка кадров не-
обходимой квалификации на предприятиях. Заданная
квалификация учитывается в коэффициентах трудоем-
кости выпуска продукции на предприятиях. Такой под-
ход к моделированию подготовки кадров, как известно
автору, в других подобных моделях не использовался.

Обозначив ограничения рассмотренных величин те-
ми же буквами, но с крышечкой наверху, можно запи-
сать следующие неравенства

)t(nz)t(nz
)

£ , UMnÎ ; (1.18)

)t(kˆ)t(k ww £ , QMk Î ; (1.19)

)t(h)t(h
)

£ ; (1.20)

)t(ih)t(iĥ
(

£ ; (1.21)

å

Î

³=

R
Mr

i
y)t(

ir
ŷ)t(iŷ

) ; (1.22)

å

Î

³=

R
Mr

i
r)t(

ir
r̂)t(ir̂

)
; (1.23)

)t(s)t(s
)

³ . (1.24)
Поскольку рассматриваемая нами задача оптимизаци-

онная, то завершим формирование математических со-
отношений формулировкой целевой функцией. По усло-
виям задачи, в первую очередь, требуется максимизиро-
вать выпуск конечной продукции в заданном ассор-
тименте, который выражается величиной )t(a . Кроме
этого требуется также максимизировать общий выпуск
конечной продукции предприятий, т.е. величину )t(g .
Процесс перепрофилирования в общем характеризуется
стоимостью проведения, выражаемой величиной )t(r ,
которую естественно требуется минимизировать. Кроме
того, процесс реализации производственного проекта
должен быть завершен в минимальные сроки. Обозна-
чим через T  время завершения проекта. Критерием его
завершения служит выход производственных мощностей
на максимальное стационарное значение, т.е. =)T(a

const)tT(a =+= D . Таким образом, целевая функция
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реализации рассматриваемого проекта, обозначаемая
через j  выражается в виде четырех компонент

)T),t(),t(g),t(a()t( rj = . (1.25)

Оптимизационная задача формулируется так: требу-
ется определить максимальный объем производства
конечной продукции в заданном ассортименте, опре-
деляемый величиной )t(a , а также максимизировать
суммарный конечный продукт – величину )t(g  и ми-
нимизировать издержки при перепрофилировании
производственных мощностей предприятий )t(r  при
выполнении уравнений и ограничений (1.6-1.23).

max)t(a ® ; max)t(g ® ;
min)t( ®r ; minT ® . (1.26)

Модель (1.8)-(1.26) можно записать в векторно-
матричном виде. Для этого просуммируем уравнения
(1.9) и (1.11) по всем видам выпускаемых товаров. Кро-
ме того, запись модели (1.8)-(1.26) можно упростить,
если принять во внимание, что уравнения (1.3) и (1.4)
имеют одинаковую структуру. Эти уравнения выражают
затраты на производство продукции предприятий им-
портных товаров и товаров, поступающих от предпри-
ятий вне группы, реализующей заданный производст-
венный проект, т.е. от внешних предприятий. Общим
для этих уравнения является то, что они выражают за-
траты промежуточной продукции, поступающей извне
группы предприятий, реализующих заданный производ-
ственный проект. В качестве упрощения объединим ве-
личины )t(nz  и )t(kw  в одну величину )t(lẑ , где

UQMl Î ,  а UQM представляет собой объединение

множеств UM и QM . Аналогично объединим элементы

матриц kjz и nju  в одну матрицу ljû . Тогда мо-

дель (1.8)-(1.26) можно в векторно-матричной форме
представить так:

1. ( ) )t(f)t(w)t(y)t(r)t(ŷ)t(xÂtx +++++= ;

2. )t(xÛ)t(ẑ = ;

3. )t(x)t(h x= ;

4. )t(x)t(ĥ ox= ;

5. [ ])t(z)t(rе)t(s -= ;

6. )t(qa)t(y = ;

7. )t(ey)t(a = ;

8. [ ])t(r)t(ye)t(a)t(g ++= ;

9. ( ) )t(c)t(p)0(ptx DD ++£ ;

10. )t(pe)t(P +£ DD ;

11. [ ] )t(pe)t(P -£ DDC o ;

12. [ ]{ } Tee)t(PC)t( Dr o= ;

13. )t(y)t(ŷ
(

£ ;

14. )t(r)t(r
)

£ ;

15. )t(z)t(ẑ
)

£ ;

16. )t(s)t(s
)

£ ;

17. )t(h)t(h
)

£ ;

18. )t(h)t(ĥ
(

£ ;

19. ))t(),t(g),t(a()t( rj = ;

20. max)t(a ® ;

21. max)t(g ® ;

22. min)t( ®r ;

23. minT ® ,
где

)t(x  – вектор валового выпуска продукции предпри-
ятий как функция времени t ;

Â  – матрица коэффициентов всех видов затрат на
производство продукции на предприятиях размерности

N*N ;
N  – число предприятий, включенных в реализацию

производственного проекта,
)t(y  – вектор выпуска конечной продукции в задан-

ном ассортименте;
)t(ŷ  – вектор выпуска конечной продукции в сво-

бодном ассортименте;
)t(r  – вектор выпуска продукции на экспорт;
)t(f  – вектор выпуска оборудования для оснащения

перепрофилируемых или новых предприятий или цехов;
)t(z  – вектор закупок предприятиями импорт. товаров;

)t(ĥ  – вектор количества занятых на предприятиях;
)t(h  – общее количество занятых на всех предпри-

ятиях (скаляр);
Û  – матрица коэффициентов прямых затрат им-

портных товаров и товаров внешних предприятий раз-
мерностью N*M ;

M  – количество видов импортных товаров и това-
ров, поступающих от внешних предприятий;
x  – вектор трудоемкости производства продукции на

предприятиях;
e  – вектор, состоящий из единиц;

)t(s  – величина сальдо внешнеторгового баланса;
)t(a  – общий объем производства товаров;

q  – вектор пропорций выпуска товаров в заданном
ассортименте;

)t(g  – суммарный конечный продукт;
)0(p  – вектор производственных мощностей предпри-

ятий в начальный момент реализации заданного проекта;
)t(pD  – вектор прироста (положительные значения)

или убыли (отрицательные значения) производствен-
ных мощностей предприятий за счет проведения пе-
репрофилирования мощностей;

)t(сD  – вектор прироста производственных мощно-
стей предприятий за счет нового строительства;

)t(p+D  – вектор, составленный из положительных
значений компонент вектора )t(pD ;

)t(p-D  – вектор, составленный из отрицательных
значений компонент вектора )t(pD ;

)t(PD  – матрица долей избыточных производствен-
ных мощностей предприятий, перепрофилируемых под
выпуск продукции предприятий с дефицитом мощностей;
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x  – матрица коэффициентов перепрофилирования;
)t(r  – общая стоимость затрат на перепрофилиро-

вание;
C  – матрица коэффициентов удельных затрат на

проведение перепрофилирования;
Te  – единичный вектор-строка (транспонированный

вектор-столбец);
y(  – вектор минимального выпуска конечной продук-

ции предприятий в свободном ассортименте;
r
)

 – вектор минимального выпуска продукции пред-
приятий на экспорт;

z
)

 – вектор максимальных объемов импорта товаров;
s
)

 – минимальная величина сальдо внешнеторгового
баланса;

)t(h
)

 – максимальное количество трудоспособного
населения, которое может быть занято на предпри-
ятиях реализуемого проекта;

)t(h
(

 – вектор количества занятых на предприятиях;
o  – знак поэлементного произведения векторов или

матриц,
)t(j  – векторная целевая функция, состоящая из трех

компонент – скалярных величин )t(a , )t(g  и )t(r .
W(t) – вектор выпуска продукции предприятий в качест-

ве промежуточной продукции для внешних предприятий
Вектор x  в данной модели является вектором-

строкой, а остальные векторами-столбцами. В условиях
данной задачи и ниже произведения векторов рассмат-
риваются как скалярные, вектор-столбец умножается на
матрицу справа. В данной задаче, которую будем обо-
значать как общую задачу (1), требуется определить
максимальный объем производства конечной продукции
в заданном ассортименте, определяемый величиной

)t(a , а также максимизировать суммарный конечный
продукт – величину )t(g  и минимизировать издержки
при перепрофилировании производственных мощностей
предприятий )t(r .

Будем далее обозначать векторно-матричную запись
модели как 1-23 по номерам уравнений, ограничений и
целевой функции. В ранее разработанных межотрасле-
вых моделях оптимизационного характера [5, 23, 25]
соотношения 10-12 из модели 1-23 не рассматривались,
а в качестве целевой функции принимались лишь ска-
лярные величины или функционалы.

Сформулированная задача является стохастической
динамической нелинейной многокритериальной опти-
мизационной задачей. Стохастический характер модели
1-23 заключается в том, что современные производст-
венные процессы происходят в условиях технических и
экономических рисков. Эти риски в определенной сте-
пени можно учесть, считая параметры рассмотренной
модели 1-23 являются в той или иной степени неопре-
деленными. Неопределенность параметров можно раз-
делить на три вида:
· неопределенность, присущая вообще природе больших

социальных систем, в том числе и экономических, связан-
ная с действием большого количества неучтенных природ-
ных и социальных факторов, которые обуславливают из-
менение территориальных и технологических связей;

· неопределенность, связанная с недостатком информации
о точных численных значениях параметров модели;

· неопределенность, возникающая в связи с приближенным
моделированием процесса.

Рассмотрим последние два вида неопределенностей
применительно к параметрам изложенной выше опти-
мизационной динамической модели реализации за-
данного экономического проекта. Примером неопре-
деленности, связанной с недостатком информации о
точных численных значениях параметров, могут быть
размеры производственных мощностей предприятий.

Хотя процесс реализации производственного проек-
та в общих чертах можно моделировать, тем не менее
отдельные его стороны всегда остаются неопределен-
ными. Такую неопределенность можно представить в
виде неопределенности числовых значений парамет-
ров рассматриваемого процесса. В частности, к ним
могут быть отнесены компоненты вектора потребления
конечной продукции, коэффициенты прямых матери-
альных затрат, упомянутые производственные мощно-
сти предприятий, количество трудоспособного населе-
ния, которое может быть занято в производстве това-
ров и услуг и т.д.

Таким образом, учитывая, что большинство парамет-
ров рассмотренной модели являются неопределенными,
решение, полученное на этой модели также будет неоп-
ределенным в некоторых границах. Стохастическим про-
граммированием называют раздел математического про-
граммирования, изучающий теорию и методы решения
условных экстремальных задач при неполной информа-
ции о параметрах условий задачи. Следовательно зада-
чу 1-23 можно рассматривать и как задачу стохастическо-
го программирования, а поскольку задача является ди-
намической и оптимизационной, то и как стохастическую
задачу оптимального управления.

Обозначим множество параметров задачи 1-23 как
)t(parM , которое является случайной функцией,

множество выходных переменных через )t(X . Задачу
1-23 представим в виде оператора L , преобразующе-
го множество )t(parM  в множество )t(X . Тогда за-

дачу 1-23 можно рассматривать как динамическую
систему на вход которой поступает случайная функция

)t(parM , а на выходе появляется случайная функция

þ
ý
ü

î
í
ì= )t(parML)t(X .  (1.27)

Предполагаются известными характеристики слу-
чайной функции )t(parM . Требуется найти характе-

ристики случайной функции )t(X . Точное решение
данной задачи в общем виде крайне затруднено, если
не сказать непреодолимо. Автором разработана мето-
дика приближенного решения этой задачи, которая из-
ложена в следующем разделе.

Сложность задачи 1-23 состоит, в частности, в ее не-
линейности, которая заключается в том, что часть огра-
ничений является функцией от решения задачи, а сама
целевая функция является нелинейной. Такими ограни-
чениями являются ограничения на количество занятых
на предприятиях, а также ограничения на размеры из-
менения производственных мощностей предприятий. В
ранее разработанных подобных моделях оптимизаци-
онного типа, насколько известно автору, рассматрива-
лись только линейные ограничения.

Предлагаемая формулировка задачи содержит ряд
новых, ранее не включавшихся в подобные модели эле-
ментов-переменных, ограничений и уравнений. Приве-
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дем состав этих элементов, которые введены впервые в
рассмотренную модель реализации заданного проекта.

Поскольку в качестве балансовых ранее разрабаты-
вались лишь межотраслевые модели, то многие пара-
метры предложенной модели хотя и имеют внешнюю
аналогию с межотраслевыми моделями, но имеют со-
держание, соответствующее уровню производства на
предприятиях. Это касается использования импортных
товаров при изготовлении предприятиями собственной
продукции и производстве товаров на экспорт, по-
скольку в предлагаемой модели рассматриваются кон-
кретные продукты, а не обобщенный монопродукт, как
в межотраслевых моделях, что позволяет более ре-
ально оценить структуру внешней торговли и опреде-
лить возможности для изменения сальдо внешнетор-
гового баланса.

Ранее в аналогичных моделях обычно не задавалось
ограничение на производство конечной продукции. В
работах [23,25], показано что при максимизации ска-
лярной целевой функции продукта в заданном ассор-
тименте вектор производства конечной продукции ста-
новится равным минимальному значению, определяе-
мому одним из ограничений на производственные
мощности отраслей. В данной модели принято ограни-
чение снизу на эту величину и,  кроме того,  она вклю-
чена в качестве компоненты в векторную целевую
функцию задачи, что позволяет определить также
максимальные возможности выпуска продукции в сво-
бодном ассортименте, при условии формулировки
приоритетов выпуска продукции того или иного вида.

1.2. Методика решения многокритериаль-
ной оптимизационной стохастической
динамической задачи

Решение сформулированной в разделе 1.1 задачи
реализации заданного производственного проекта,
сводится к решению математической стохастической
задачи многокритериального оптимального управле-
ния. Математическая постановка стохастической зада-
чи существенным образом зависит от целевых устано-
вок и информационной структуры задачи. В практиче-
ских приложениях используются задачи двух типов
[40-44]. В задачах первого типа определяются стати-
стические характеристики множеств идентичных экс-
тремальных систем с отличающимися численными
значениями параметров. Задачи такого типа называ-
ются задачами пассивного стохастического програм-
мирования. Задачи второго типа предназначены для
построения методов и алгоритмов управления в усло-
виях неполной информации. При этом в задачах вто-
рого типа всегда присутствует этап наблюдения за
системой. Поскольку наблюдение за системой в ходе
решения экстремальной задачи в нашем случае не
предполагается, то остается выбрать постановку за-
дачи стохастического программирования первого типа.

Тогда в качестве характеристик неопределенности
входных параметров задачи можно принять заданные
экзогенно функции распределения этих параметров, а
решение задачи стохастического программирования
будут представлять функции распределения выходных
параметров и их числовые характеристики, например,
средние значения, дисперсии и др.

Общий метод решения стохастической динамиче-
ской оптимизационной задачи 1-23 состоит в ее много-
уровневой иерархической декомпозиции на ряд взаи-

мосвязанных задач. Прежде всего эта задача деком-
позируется на детерминированную и стохастическую.
Сначала задача 1-23 решается в детерминированной
постановке, а затем в стохастической.

При решении задачи 1-23 в детерминированной по-
становке важным моментом является формулировка
способов сведения векторной целевой функции к ска-
лярной. В некоторых работах по теории исследования
операций утверждается, что критерий эффективности
в любой модели операции единственный и стремле-
ние к его увеличению (уменьшению) является целью
операции [48]. По этой причине часто векторный кри-
терий стараются свести к скалярному, разрабатывая
для этого различные способы.  Однако существует и
другая точка зрения, согласно которой формальные
способы свертки векторного критерия к скалярному не
всегда продуктивны [49]. В последней работе подчер-
кивается, что для векторного критерия целесообразно,
прежде всего, максимально полно исследовать част-
ные решения, соответствующие компонентам вектор-
ного критерия и, в частности, упоминается нередко ис-
пользуемый метод построения компромиссного реше-
ния на основе условной оптимизации. Суть этого
метода заключается в том, что сначала выделяется
наиболее важный критерий и проводится оптимизация
по этому критерию при условии задания ограничений
на другие критерии [23, 49].

Применяя принцип логического анализа векторного
критерия задачи 1-23 можно констатировать, что осу-
ществить его свертку к скалярному не целесообразно,
т.к. в общем случае не удается сформулировать спо-
соб свертки, который имел бы определенное смысло-
вое содержание. Это касается и свертки с использова-
нием некоторых весовых коэффициентов, поскольку
не представляется возможным получить значения этих
коэффициентов на основе измерений каких-либо объ-
ективных показателей. Кроме того, в задаче присутст-
вуют такие параметры, которые сами должны быть оп-
ределены в результате решения многокритериальной
задачи. К ним относятся показатели оптимального
распределения производственных мощностей при пе-
репрофилировании производственных мощностей
предприятий, потребности в дополнительных произ-
водственных мощностях и т.д.

Трудность решения многокритериальной оптимизаци-
онной задачи 1-23 также состоит в ее нелинейности.
Для преодоления этих трудностей предлагается ис-
пользовать метод, изложенный в [23] с некоторым
обобщением, которое заключается в том, что после оп-
тимизации по наиболее важному критерию проводится
оптимизация по другому критерию при заданном огра-
ничении на первый критерий в виде полученного рань-
ше решения и затем оптимизируется третий критерий
при заданных ограничениях на первые два в виде полу-
ченных ранее решений. Цикл таких оптимизаций может
быть повторен, если этот процесс будет сходиться.

Численное решение детерминированной задачи 1-23
также затруднено из-за непрерывности временной за-
висимости. Обычно в таких случаях переходят к конеч-
но-разностным аналогам с дискретным временем. В
предлагаемой методике также осуществляется переход
к дискретной по времени модели, но с тем различием,
что сначала выделяется статическая оптимизационная
задача. Дело в том, что решение предлагаемой выде-
ленной статической оптимизационной задачи можно
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интерпретировать как решение динамической оптими-
зационной задачи с двумя точками по времени: началь-
ной и конечной. После того как решена статическая оп-
тимизационная задача на основе исходного и конечного
значений фазовых переменных задачи в начальной и
конечной точках моделируется движение во времени
точки фазовых переменных и решается динамическая
задача максимизации выпуска конечной продукции на
траектории от начальной до конечной точки на основе
принципа оптимальности Р. Беллмана [50-53]. При этом
динамическая модель строится на основе более де-
тальных данных, чем статическая модель, что позволя-
ет получить более приближенные к реальности данные
о динамике выходных показателей, чем в статической
оптимизационной модели.

После того, как решена задача 1-23 в детерминиро-
ванной постановке, наступает очередь ее решения в
стохастической постановке.

В этой постановке задача 1-23 решается не в общем
виде, а как и для детерминированной постановки снача-
ла для статической, а затем для динамической моделей.
Для статической модели определяются функции распре-
деления и числовые характеристики выходных показате-
лей в зависимости от функций распределения парамет-
ров на основе пассивного подхода к решению стохасти-
ческой задачи [40]. Суть его заключается в следующем. В
статическом варианте задачу 1-23 можно записать, ис-
ключив время из операторного уравнения (1.27):

þ
ý
ü

î
í
ì= parMLX .  (1.28)

Допустим, что при всех реализациях случайной функ-
ции parM существуют оптимальные решения задачи

(1.28). Пассивный подход к задаче стохастического про-
граммирования заключается в вычислении функции
распределения X по заданным распределениям пара-
метров parM .

Для динамической модели функции распределения и
их числовые характеристики определяются на основе
допущения о представлении динамического дискрет-
ного процесса в виде цепей Маркова [44, 54-55]. Осно-
ванием для такого представления служит то, что ди-
намический процесс 1-23 представляется в виде:

þ
ý
ü

î
í
ì= )t(parML̂)t(X ,

где L̂  оператор  динамического оптимизационного
процесса, в котором соблюдены  условия для пред-
ставления динамического процесса в виде цепей Мар-
кова. Оператор L̂  определяется в части 3 при реше-
нии детерминированной динамической оптимизацион-
ной задачи 1-23.

После того, как получены числовые характеристики
стохастических задач, осуществляется коррекция де-
терминированных решений сначала статической и за-
тем динамической модели с учетом полученных откло-
нений средних показателей стохастических задач от
первоначальных решений детерминированных задач.

Предлагаемую методику решения задачи 1-23 можно
рассматривать как реализацию метода декомпозиции
[22]. Задача 1-23 декомпозируется на частные подзада-
чи, которые затем решаются по отдельности, и далее
осуществляется синтез решения посредством после-

дующего объединения решений частных задач. Сначала
общая задача декомпозируется по признаку стохастич-
ности на стохастическую и детерминированную. Детер-
минированная задача декомпозируется на статическую
и динамическую, при этом в статическую задачу включа-
ется многокритериальная оптимизация. Проблема мно-
гокритериальнсти решается в статической задаче. По-
скольку последняя задача является также нелинейной,
то метод декомпозиции позволяет наряду с разрешени-
ем проблемы многокритериальности преобразовать не-
линейную задачу в несколько взаимосвязанных линей-
ных задач, которые решаются методом последователь-
ных приближений.

Многокритериальная задача с векторным критерием
из трех компонент декомпозируется на три взаимосвя-
занных однокритериальных задачи, а нелинейность
устраняется посредством выделения нелинейной час-
ти общей задачи в самостоятельную однокритериаль-
ную линейную задачу. В общей задаче 1-23 векторная
целевая функция включает три компоненты:
1. Объем производства конечной продукции в заданном ас-

сортименте.
2. Объем производства конечной продукции как в заданном,

так и в свободном ассортименте.
3. Общая стоимость проведения перепрофилирования про-

изводственных мощностей предприятий.
При формулировании общей оптимизационной зада-

чи 1-23 было принято, что приоритет между ними при-
надлежит производству конечной продукции в задан-
ном ассортименте, поэтому именно с этой компоненты
оптимизационной задачи целесообразно начинать ре-
шение. Далее следует критерий максимизации выпус-
ка конечной продукции как в заданном, так и свобод-
ном ассортименте и в последнюю очередь оптимизи-
руется критерий издержек перепрофилирования
производственных мощностей, поскольку его реализа-
ция представляет собой один из дополнительных фак-
торов роста производственных мощностей.

Кроме того, этот критерий не противоречит первым
двум, поскольку снижение издержек позволяет более
экономно использовать имеющиеся возможности для
увеличения производственных мощностей по выпуску
конечной продукции, и, тем самым, уменьшить период
времени, необходимый для выхода на максимальный
уровень производства. Данный процесс далее повто-
ряется необходимое количество раз для получения
решения с заданной точностью.

Выводы
В первой части статьи на основе модели межотраслевого

баланса разработана оптимизационная динамическая стохас-
тическая модель, описывающая реализацию производственно-
го проекта по выпуску продукции в заданном ассортименте. В
результате моделирования может быть определена организа-
ционная структура группы предприятий, которая требуется для
реализации заданного проекта. В эту группу входят имеющие-
ся в момент анализа производственные мощности предпри-
ятий, производственные мощности предприятий и цехов, обра-
зующиеся в результате перепрофилирования избыточных про-
изводственных мощностей, выявляемых при анализе потреб-
ных производственных мощностей, а также вновь созданные
производственные мощности.

Кроме организационной структуры моделируются производ-
ственные процессы на предприятиях, которые включают моде-
лирование затрат на закладку производимой продукции, вклю-
чая материальные, трудовые и другие затраты, моделирование
выпуска конечной продукции, моделирование формирования
запасов промежуточной продукции на предприятиях, с учетом
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возможностей по ее производству на других предприятиях и
доставке на анализируемое предприятие, моделирование мон-
тажа оборудования на перепрофилируемых предприятиях, мо-
делирование строительства новых предприятий, моделирова-
ние динамики ввода в действие перепрофилированных и новых
производственных мощностей, моделирование подготовки кад-
ров и организации труда на предприятиях.

Кроме организационных структур и производственных про-
цессов моделируются условия технических и экономических
рисков посредством задания ряда параметров модели в виде
случайных значений, распределенных по некоторым законам
на отрезках их изменения. В результате такого моделирования
организационные структуры и производственные процессы мо-
гут отличаться от детерминированных значений, получаемых
без учета технических и экономических рисков.

Предложенная модель записывается в виде динамической
стохастической многокритериальной нелинейной оптимизацион-
ной задачи, решение которой стандартными методами практи-
чески невозможно. Основная трудность при решении состоит в
целевой функции, представленной в виде нескольких критериев.
Предложен метод решения поставленной задачи посредством
ее декомпозиции на ряд задач на нескольких уровнях и решения
общей задачи посредством последовательных приближений.

На первом уровне модель декомпозируется на детерминиро-
ванную и стохастическую. Детерминированная модель деком-
позируется на статическую и динамическую. Статическая нели-
нейная оптимизационная модель декомпозируется на несколько
взаимосвязанных линейных задач, которые решаются методом
последовательных приближений. В результате решения стати-
ческой нелинейной оптимизационной задачи определяется оп-
тимальная структура производственных мощностей, необходи-
мая для реализации заданного производственного проекта, оп-
тимальная структура перепрофилирования имеющихся произ-
водственных мощностей, производственные мощности, которые
необходимо вновь построить. Решение статической оптимиза-
ционной задачи соответствует по времени конечной точке реа-
лизации заданного производственного проекта.

На основе решения статической оптимизационной задачи
далее осуществляется моделирование динамики всех про-
цессов, которые приводят к реализации заданного производ-
ственного проекта. Это моделирование также выполняется на
основе оптимизации динамических процессов. Поэтому в ре-
зультате такого моделирования определяется оптимальная
траектория точки процесса в фазовом пространстве и, тем
самым, определяется минимальное время для реализации
заданного производственного проекта.

Эти процессы включают моделирование выпуска продукции
на имеющихся производственных мощностях и осуществление,
одновременно, перепрофилирования избыточных производст-
венных мощностей под выпуск продукции, для которой имею-
щихся производственных мощностей не хватает и одновре-
менное строительство новых цехов и предприятий, которые
также необходимы для реализации заданного производствен-
ного проекта.

При моделировании производства продукции на предпри-
ятиях отражаются процессы формирования всех видов за-
трат на закладку продукции и обеспечение производственно-
го процесса и выпуска продукции различного вида с учетом
длительности производственных циклов. Моделируется так-
же накопление и расходование запасов промежуточной про-
дукции, необходимой для закладки, обеспечения производст-
венного процесса и выпуска производимой продукции с уче-
том возможностей производства этой продукции на других
предприятиях и времени ее доставки.

При моделировании производства продукции на предприяти-
ях также учитывается подготовка необходимых кадров и орга-
низация труда. Моделирование подготовки кадров осуществ-
ляется на основе данных, получаемых из решения статической
оптимизационной задачи, где определяется потребное количе-
ство трудовых ресурсов для реализации заданного производ-
ственного проекта. При моделировании подготовки кадров учи-
тывается имеющееся количество трудовых ресурсов с разбив-
кой по специальностям.

Моделирование подготовки кадров осуществляется в виде
решения задачи оптимальной по критерию минимума времени
переобучения имеющихся трудовых ресурсов на предприятиях
на специальности, которые дополнительно требуются для реа-
лизации заданного производственного проекта. В результате
этого моделирования определяется количество трудовых ре-
сурсов с различными требуемыми специальностями, как функ-
ция времени, которые могут быть заняты на предприятиях.

При моделировании перепрофилирования производствен-
ных мощностей учитываются время производства оборудова-
ния от момента его заказа, время доставки на перепрофили-
руемые предприятия, время монтажа этого оборудования (с
учетом демонтажа старого оборудования), наладочных работ.
С учетом перечисленных факторов определяется время ввода
в действие перепрофилированного предприятия (цеха).

При моделировании строительства новых предприятий учи-
тывается время строительства зданий и сооружений в зависи-
мости от занятых мощностей строительных предприятий и их
распределения по строительным объектам, время производст-
ва заказанного оборудования, время его доставки на строи-
тельные объекты, время его монтажа и наладки. В итоге с уче-
том перечисленных факторов определяется время ввода в
действие вновь построенных предприятий (цехов).

Моделирование технических и экономических рисков проекти-
рования организационных структур и производственных процес-
сов осуществляется применительно к статической и динамиче-
ской задачам. В результате решения стохастической статиче-
ской задачи определяются возможные отклонения выходных
значений в конечной точке по времени реализации заданного
производственного проекта. После анализа этих результатов
окончательные данные для проектирования организационных
структур и планирования производственных процессов могут
быть откорректированы. Выходные данные стохастической оп-
тимизационной задачи далее используются при моделировании
динамических процессов в условиях технических и экономиче-
ских рисков, т.е. при решении стохастической динамической оп-
тимизационной задачи. В результате решения этой задачи окон-
чательно определяется траектория точки процесса в фазовом
пространстве с учетом технических и экономических рисков.

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
ОРГАНИЗАЦИОННЫХ СТРУКТУР И
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ПРОЦЕССОВ

2.1. Моделирование и оптимизация
производства конечной продукции в
заданном ассортименте

В первой части статьи разработана модель произ-
водственных процессов на предприятиях, обеспечи-
вающих реализацию заданного производственного
проекта. Оптимизационная математическая модель
формулируется в виде системы уравнений и ограниче-
ний 1-18 и целевой функции 19. Решение этой оптими-
зационной задачи предлагается находить посредством
ее декомпозиции на статическую нелинейную однопро-
дуктовую многокритериальную задачу, динамическую
однокритериальную многопродуктовую задачу и сто-
хастическую задачу, являющуюся аналогом статиче-
ской задачи. Решение статической многокритериаль-
ной оптимизационной нелинейной задачи методом ус-
ловной оптимизации предполагает ее декомпозицию на
три однокритериальные взаимосвязанные линейные
задачи. Сформулируем первую из этих задач.

Для этого выделим уравнения и ограничения, описы-
вающие перепрофилирование производственных мощ-
ностей в отдельную задачу, уравнения и ограничения,
связанные с внешней торговлей будем также рассмат-
ривать в отдельной задаче. Уравнение 4 и ограничение
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18 общей задачи выражающие количество занятых на
предприятиях, которое определяются в динамической
модели также опустим. В статической оптимизационной
задаче нет необходимости включать это уравнение в
связи с тем, что результат решения этой задачи пред-
ставляет собой конечную точку по времени общей зада-
чи. Кроме того, положим значения переменных iŷ  и ir
равными их граничным значениям, определенных не-
равенствами 13-14 общей задачи, величину iw  объе-

диним с величиной if  и обозначим через iŵ  и поло-

жим равной ее значению в конце периода реализации
заданного производственного проекта, а в качестве
целевой функции выберем величину a  – общий объ-
ем производства конечной продукции в заданном ас-
сортименте. Тогда первую однокритериальную стати-
ческую задачу в векторно-матричной форме можно за-
писать так:

wyryxÂx
))(

++++= ; (2.1)

xÛẑ = ; (2.2)
xh x= ; (2.3)

qay = ; (2.4)
eya = ; (2.5)
px £ ; (2.6)

zẑ
)

£ ; (2.7)

hh
)

£ ; (2.8)
maxa ® , (2.9)

где
x  – вектор валового выпуска продукции предприятий;
Â  – матрица коэффициентов материальных и других

затрат на производство продукции (размерностью N*N );
N  – число предприятий включенных в реализацию

заданного проекта;
y  – вектор выпуска конечной продукции в заданном

ассортименте;
w
)

 – суммарный вектор выпуска производственного
оборудования и товаров для внешних предприятий;

ẑ  – вектор затрат предприятиями импортных това-
ров и товаров внешних предприятий;

h  – общее количества занятых на всех предприятиях;
U  – матрица коэффициентов затрат импортных то-

варов и товаров внешних предприятий (размерностью
M*N );

M  – количество видов затрачиваемых импортных
товаров и товаров внешних предприятий;
x  – вектор трудоемкости производства продукции на

предприятиях;
e  – вектор, состоящий из единиц;
a  – общий объем производства товаров в заданном

ассортименте;
q  – вектор пропорций выпуска товаров в заданном

ассортименте;
p  – вектор производственных мощностей предпри-

ятий в конечный момент реализации заданного проекта;
y(  – вектор минимального выпуска конечной продук-

ции предприятий в свободном ассортименте;

r
)

 – вектор минимального выпуска предприятиями
товаров на экспорт;

z
)

 – вектор максимальных затрат импортных товаров
и товаров внешних предприятий;

h
)

 – максимальное количество трудоспособного на-
селения, которое может быть занято на предприятиях
реализуемого проекта.

Вектор x  в данной задаче является вектором-строкой,
а остальные векторами-столбцами. В условиях данной
задачи и ниже произведения векторов рассматриваются
как скалярные, вектор-столбец умножается на матрицу
справа. В данной задаче требуется определить макси-
мальный объем производства конечной продукции в за-
данном ассортименте, определяемый величиной )t(a
при условиях и ограничениях (2.1)-(2.8).

Данная оптимизационная задача представляет собой
задачу линейного программирования, которую можно
решить стандартными методами. Однако в условиях
этой задачи имеется соотношение, позволяющее ре-
шить ее значительно проще. Это соотношение (2.4), от-
ражающее факт выпуска конечной продукции в задан-
ном ассортименте. По сути дела, это соотношение оз-
начает, что в качестве целевой функции рассмат-
ривается одна переменная – общий объем произ-
водства конечной продукции в заданном ассортименте.
Задача такого вида, но без уравнения (2.2) и ограниче-
ния (2.7) рассматривалась в работах [23-25], где также
приводится ее решение. В работе [23] решение задачи
этого типа дается без подробного его обоснования, а в
[25] приводится математическое доказательство. В
данной работе разработана альтернативная и более
простая методика получения решения и его доказа-
тельство. Решение будет получено методом декомпо-
зиции и последующего синтеза полученных решений
декомпозированных подзадач.

Условие (2.4) позволяет декомпозировать данную за-
дачу на несколько подзадач, решение каждой из кото-
рых можно получить в виде аналитических формульных
зависимостей, на основе которых затем можно синтези-
ровать общее решение. В состав декомпозированной
задачи входят три подзадачи, каждая из которых вклю-
чает одно из ограничений на переменные. Первая под-
задача включает ограничение только на производст-
венные мощности предприятий. Вторая содержит огра-
ничение только на объемы затрат импортных товаров и
товаров внешних предприятий. Третья включает огра-
ничение только на численность трудоспособного насе-
ления. Целевой функцией каждой из этих задач являет-
ся скалярная величина – объем производства конечной
продукции в заданном ассортименте, который требует-
ся максимизировать.

Запишем ограничения этих подзадач в преобразован-
ной форме. Для получения преобразованного ограни-
чения первой подзадачи подставим в уравнение (2.1)
вместо вектора y  его выражение из уравнения (2.4).
После этого решаем полученное уравнение относи-
тельно вектора x . Это решение имеет вид:

)qawry(Bx +++=
))( , (2.10)

где
B  – матрица обратная к матрице ÂI - ;
I  – единичная матрица.
Затем подставляем это выражение для вектора x  в

неравенство 6 задачи (2.6), выражающее ограничение
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на производственные мощности предприятий. Тогда
это неравенство примет форму

)qawry(Bp +++³
))( .

Решение первой подзадачи, включающей только по-
следнее ограничение, можно получить следующим ме-
тодом. Из предыдущего векторно-матричного нера-
венства после преобразований можно получить сис-
тему неравенств для искомой величины a  общего
объема производства продукции в заданном ассорти-
менте, которая записывается в следующем виде:

i]Bq[
i)]wry(Bp[

a
))(

++-
£ , N,1i = .

Все численные значения переменных в правой части
системы этих неравенств имеют фиксированные зна-
чения, поэтому вся правая часть – это числа. Обозна-
чим эти числа через ia . Запишем предыдущие нера-
венства в виде:

iaa £ , N,1i = .

Тогда первую подзадачу можно сформулировать в
следующем виде: найти максимальное значение вели-
чины a , которое удовлетворяет системе предыдущих
неравенств, т.е. не превосходит ни одного из чисел ia .
Таким значением является минимальное число из по-
следовательности чисел ia , N,1i = . Таким образом,

решением первой подзадачи является значение )1(a ,
которое определяется из условия

)ia(
i

min)1(a = , N,1i = .

Содержательным смыслом числа ia  является тот воз-
можный уровень общего объема производства конечной
продукции в заданном ассортименте, определяемом
вектором q , когда производственные мощности всех
предприятий кроме i -го имеют неограниченные разме-
ры, т.е. ограничивающими являются только производст-
венные мощности i -го предприятия. Первую подзадачу
можно представить как композицию N  частных задач, в
каждой из которых задано только одно ограничение на
производственные мощности i -го предприятия.

Исходя из вышесказанного, можно сформулировать
содержательный смысл последней формулы. Решение
первой подзадачи – максимальный общий объем произ-
водства конечной продукции в заданном ассортименте
определяется синтезом N  частных задач и представля-
ет собой минимальный объем производства конечной
продукции в заданном ассортименте, получаемый из
решения этих N  частных задач, поскольку только этот
объем обеспечивается одновременно заданными про-
изводственными мощностями всех предприятий, т.е. ог-
раничениями на валовой выпуск продукции предпри-
ятий. Докажем теперь строго, что решением первой под-

задачи является именно величина (1)a .
Обозначим через l  индекс предприятия, для которого

величина ia , N,1i =  имеет минимальное значение.
Проведем это доказательство от противного. Пусть ре-
шением первой подзадачи будет любое число не равное

la , например, число ka , большее, чем la . Следует за-

метить, что этим числом не может быть число меньшее,
чем la , т.к. сразу получаем противоречие, поскольку

найдется число, большее, чем ka  и удовлетворяющее

ограничениям данной подзадачи, например, число la .

Вычислим теперь величину валового выпуска l -го
предприятия при этом объеме производства конечной
продукции в заданном ассортименте (обозначим ее
через lx ), которая определяется по формуле

å

=

+++=
N

1j

)
k

qawry(
lj

blx
))(

,

где ijb  – элемент матрицы B .

При решении частной задачи с ограничением только
на производственные мощности l -го предприятия его
валовой выпуск был равен производственной мощно-
сти, выражение которой можно записать в виде:

å

=

+++=
N

1j

)
l

qawry(
lj

blp
))(

.

Сравнивая правые части выражений для lx  и lp  ви-
дим, что они отличаются только одним слагаемым, где
стоят величины la  и ka , причем kala £ .  Поэтому в

силу линейности выражений для lx  и lp  из них следу-

ет, что lplx > . Это неравенство противоречит тому,
что валовой выпуск любого предприятия должен быть
меньше или равен его производственной мощности.
Поскольку в качестве ka  можно взять любое число,

большее la , то полученное противоречие доказывает
наше утверждение.

Запишем теперь ограничение второй подзадачи в
преобразованной форме. Для этого подставим выра-
жение для вектора x  из (2.10) во второе уравнение
задачи (2.2), которое примет вид:

)qawry(BÛz +++=
))( .

Затем подставим это выражение для вектора z  в
неравенство (2.7), которое будет выглядеть так:

)qawry(BÛz +++³
))() .

Также, как и в первой подзадаче из предыдущего
матрично-векторного неравенства посредством пре-
образований получим систему неравенств для воз-
можных значений искомой величины a , которая запи-
сывается в следующем виде:

i]BqÛ[
i)]wry(BÛz[

a
++-

£

)()

, MN,N1i ++= .

Обозначим числа в правой части этих неравенств в
виде ia , MN,N1i ++= . Тогда аналогично первой
подзадаче максимальный объем производства задан-
ной конечной продукции во второй подзадаче, обозна-

чаемый через (2)a  определяется формулой

}ia{
i

min(2)a = , MN,1Ni ++= .
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Содержательный смысл величин ia , MN,N1i ++=

это максимальный объем производства конечной про-
дукции в заданном ассортименте в одной из M  задач,
на которые декомпозируется вторая подзадача. Каж-
дая из этих задач включает только одно из ограниче-
ний на объемы потребления импортных товаров и то-
варов внешних предприятий i -го типа, M,1i = .  Как и
в первой подзадаче в силу линейности уравнений

можно аналогично доказать, что значение (2)a  дейст-
вительно максимальное и не может быть увеличено.

Запишем теперь условие третьей подзадачи, вклю-
чающей только ограничение на количество занятых.
Для этого подставим в уравнение (2.3) выражение (2.9)
для вектора x . В результате получим уравнение

)qawry(Bh +++=
)(

x .
Заменим теперь в этом уравнении вектор y  на его

выражение из уравнения (2.4) и подставим полученное
выражение для величины h  в неравенство (2.8), вы-
ражающее ограничение на количество занятых, кото-
рое будет выглядеть

)qawry(tBh +++³
)()

. (2.11)
Как и в предыдущих подзадачах, после выполнения

преобразований с этим неравенством, получаем вы-
ражение для интервала возможных значений искомой
величины a  в следующем виде:

Bq
)wry(Bha

x
x ++-

£
)()

.

В данной подзадаче имеется одно скалярное ограни-
чение, в силу чего максимальный объем производства
конечной продукции в заданном ассортименте, обозна-

чаемый через (3)a  будет равен правой части преды-
дущего неравенства, обозначаемой через 1MNa ++ .

1MNa(3)a ++= .

Действительно, если допустить, что максимальное
значение больше этой величины, то будет нарушено не-
равенство (2.11). Если допустить, что меньше этой ве-
личины, то сразу получаем противоречие, т.к. легко най-
ти большее значение, удовлетворяющее условию дан-
ной подзадачи, например, саму величину 1MNa ++ .

Содержательный смысл величины (3)a  – это макси-
мальный объем производства конечной продукции в
заданном ассортименте, который может быть получен,
если нет ограничений на производственные мощности
предприятий и на потребление товаров не конкури-
рующего импорта, а ограничивающим является только
общее количество занятых.

После того, как решены все подзадачи, для получения
общего решения их синтез осуществляется так же, как и
при решении этих подзадач. Тогда максимальный объ-
ем производства конечной продукции, как решение об-
щей задачи, обозначаемый через *a , определяется по
формуле

3,1k,ka
k

min*a == ,

или как синтез решений задач, на которые декомпо-
зируются частные подзадачи

},ia{
i

min*a = 1MN,1i ++= .

Учитывая доказательства решений подзадач, легко
показать, что величина *a  максимальная в решаемой

задаче. Действительно, пусть la*a = , где l  – индекс,

на котором реализовалось максимальное значение.
Допустим теперь, что эта величина не максимальная.
При этом значение меньшее, чем la  не может быть,
т.к. можно найти большее значение, удовлетворяющее
всем условиям задачи, например, значение la . Пусть

искомое значение больше la .

Индекс l  соответствует определенной подзадаче.
Выше было показано, что решением любой подзадачи
является минимальное значение из величин ia . По-
этому получаем противоречие, что решением может
быть значение, большее минимального из величин ia .
Доказательство получено.

Разработанный метод решения общей задачи по-
средством декомпозиции на подзадачи позволяет не
только значительно уменьшить объем вычислений по
сравнению со стандартными методами решения задач
линейного программирования, но и одновременно по-
зволяет устранить несовместность ограничений общей
задачи, что случается достаточно часто ввиду неопре-
деленности ряда параметров задачи (производствен-
ных мощностей предприятий, минимальных объемов
производства конечной гражданской продукции и т.д.).

Основой для устранения несовместности является
требование, чтобы величины ia , 1MN,1i ++=  были
неотрицательными. Если какая-либо из этих величин
имеет отрицательное значение, то это означает, что со-
ответствующее ограничение является несовместным.

Устранение несовместности выполняется посредст-
вом изменения численного значения ограничения. Та-
ким образом, устранение несовместности ограничений
осуществляется, по существу, в процессе расчета
максимального объёма производства заданной конеч-
ной продукции посредством проверки неотрицатель-
ности соответствующих векторно-матричных и скаляр-
ных неравенств. Если какое-либо из неравенств не
выполняется, то в диалоговом режиме можно изме-
нить соответствующее ограничение.

2.2. Моделирование и оптимизация
производства конечной продукции

Модель оптимизации производства конечной продук-
ции представляет собой вторую задачу из трех, на ко-
торые декомпозируется статическая нелинейная много-
критериальная задача при ее решении методом услов-
ной оптимизации. В этой задаче требуется максими-
зировать суммарное производство конечного продукта
как в заданном, так и в свободном ассортименте – вто-
рую компоненту векторной целевой функции общей за-
дачи первой части статьи при условии, что задано зна-
чение первой компоненты векторной целевой функции,
полученной при решении первой задачи.

Для решения данной задачи в соответствии с приня-
тым методом условной оптимизации выпуск конечной
продукции в заданном ассортименте полагается равным
значению, найденному при решении первой задачи (2.1)-
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(2.9). Это означает, что фактически в данной задаче мак-
симизируется выпуск продукции в свободном ассорти-
менте. В данной задаче как и в задаче (2.1)-(2.9) отсут-
ствуют соотношения, связанные с перепрофилировани-
ем производственных мощностей предприятий, но
остаются от общей задачи ограничения на выпуск ко-
нечной продукции и сальдо внешнеторгового баланса. В
моделях подобного типа, насколько известно автору, по-
следние ограничения не рассматривались.

Уравнения и ограничения в данной задаче аналогичны
задаче (2.1)-(2.9) с тем различием, исключено соотноше-
ние (2.4), отражающее выпуск товаров в заданном ассор-
тименте, но включены уравнения для выпуска продукции
в свободном ассортименте и уравнение и ограничение
сальдо внешнеторгового баланса. Кроме того, в уравне-
нии (2.1) величина y из задачи (2.1)-(2.9) заменяется на
ее значение, полученное при решении первой статиче-
ской оптимизационной однокритериальной задачи.

В данной задаче требуется определить значения век-
торов ŷ , r  и z , такие, чтобы выпуск конечной продук-
ции был максимальным при фиксированном объеме
производства конечной продукции в заданном ассорти-
менте, полученном при решении задачи (2.1)-(2.9). Эту
задачу в векторно-матричной форме можно записать так:

*qawrŷAxx ++++=
) ; (2.12)

Uxz = ; (2.13)
xh x= ; (2.14)

)zr(es -= ; (2.15)

)rŷ(ed += ;  (2.16)
px £ ; (2.17)

yŷ
(

³ ;  (2.18)

rr
)

³ ;  (2.19)
zz
)

£ ; (2.20)
ss
)

³ ;  (2.21)

hh
)

£ ; (2.22)
maxd ® ,  (2.23)

где d  – общий объем выпуска конечной продукции в
свободном ассортименте и на экспорт.

Рассмотрим сначала один частный случай, в котором
предполагается, что все производственные мощности
предприятий могут быть полностью загружены. Мак-
симальный объем производства конечной продукции в
этом частном случае можно определить из уравнения
(2.12), положив в нем

px = .
Тогда после преобразований из уравнения (2.12) по-

лучаем выражение для максимального объема произ-
водства конечной продукции (обозначим его через
вектор y&  равный сумме векторов ŷ , r и w

)
) в сле-

дующем виде:
*qa)AE(py --=& . (2.24)

Компоненты вектора y&  могут иметь все неотрица-
тельные значения или же включать отрицательные зна-
чения. Рассмотрим сначала первый случай, когда все
компоненты вектора y&  имеют неотрицательные значе-

ния. Этот частный случай соответствует ситуации, когда
размеры производственных мощностей всех предпри-
ятий сбалансированы между собой.

Поскольку вектор y&  представляет собой сумму конеч-
ной продукции, производимой в свободном ассортимен-
те, на экспорт и промежуточной продукции для пред-
приятий вне реализуемого проекта, то необходимо вы-
делить из него долю конечной продукции, идущей на
экспорт. Это можно сделать, по крайней мере, двумя
способами, которые определяются типом задаваемых
ограничений на объемы внешней торговли.

Ограничения на объемы экспорта и импорта товаров
являются альтернативой ограничению на величину
сальдо внешнеторгового баланса, поскольку при одно-
временном произвольном задании граничных значе-
ний объемов экспорта и импорта и величины сальдо
они в общем случае будут несовместны.

В частности, если заданы только ограничения на объ-
емы экспорта и импорта, то объем производимой про-
дукции на экспорт будет максимальным, если положить
вектор производства конечной продукции в свободном
ассортименте равным его минимальному значению
(равным вектору y

(
) и учесть, что производство проме-

жуточной продукции для предприятий вне реализуемого
проекта является более приоритетным. Тогда объем
продукции, которая может производиться на экспорт,
обозначаемый через r&  определяется как разность

wyyr )(
&& --= .

Хотя в общем случае два типа ограничений на внеш-
неторговые связи несовместны, в принципе их можно
рассматривать вместе, но тогда их нужно согласовать.
Для этого нужно проверить выполнение ограничения
(2.21):

s)Upr(e
)

& ³- . (2.25)
Если это условие выполняется, то сальдо внешнетор-

гового баланса согласовано с ограничениями на объемы
экспорта и импорта товаров. В противном случае нужно
увеличить сальдо внешнеторгового баланса. Для этого
следует увеличить экспорт или уменьшить импорт това-
ров. Поскольку производственные мощности всех пред-
приятий полностью загружены, то увеличить производ-
ство продукции на экспорт уже нельзя. Остается только
уменьшить объем импорта. Обозначим через sD  тре-
буемое увеличение сальдо внешнеторгового баланса,
которое вычисляется по формуле

)rUp(es &-=D .
Уменьшение импорта может быть выполнено различ-

ными способами. Например, предположим, что импорт
уменьшается пропорционально для всех предприятий
посредством умножения на коэффициент меньший еди-
ницы, который обозначим через l . Этот коэффициент
вычисляется по формуле

s
s
)
D

l = .

Тогда возможный объем импорта, обозначаемый че-
рез z&  будет равен:

Upz l=& .
Рассмотрим теперь случай, когда некоторые компонен-

ты вектора y&  имеют отрицательные значения. Это озна-
чает, что вычитаемое в правой части уравнения (2.24),
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т.е. величина )AE(p - , меньше уменьшаемого, т.е. ве-

личины *qa .  В этом случае остается только уменьшить

величину *a ,  т.е.  объем выпуска конечной продукции в
заданном ассортименте. Для этого определим сначала
отрицательную компоненту вектора y&  с максимальным
абсолютным значением. Обозначим ее индекс через k .
Запишем уравнение (2.24) для этой компоненты в виде:

[ ] *akqk)AE(pky --=& . (2.26)

Теперь можно найти новый объем производства ко-
нечной продукции в заданном ассортименте, такой
чтобы все компоненты вектора y&  были неотрицатель-
ными. Для этого в уравнении (2.26) положим ky& рав-

ным нулю и из полученного уравнения найдем новую
величину *a , обозначаемую через **a

[ ]
kq

k)AE(p**a -
= .

При этом индекс k не должен быть равен индексу k в

ka при решении задачи (2.1)-(2.9). Следует отметить, что

величина **a заведомо меньше *a . Отсюда, однако не

следует вывод, что величина **a не является оптималь-
ной по критерию максимальности. В данной задаче рас-
сматривается частный случай решения общей задачи 1-
18 из первой части статьи в статической постановке, а
именно задача максимизации критерия d  при полной за-
грузке производственных мощностей предприятий. Если
баланса производственных мощностей предприятий нет,
то это приводит к отрицательным значениям y& . Следст-
вием устранения отрицательности значений этого вектора
является уменьшение оптимального (максимального)
значения a . Это означает только одно, что приоритет в
данной частной задаче при решении общей многокрите-
риальной задачи 1-18 отдается критерию d . Однако это
имеет место только в данной частной задаче и в данном
частном случае при выявлении возможностей производ-
ства при балансе производственных мощностей.

В общем случае решения частной задачи максимиза-
ции критерия d при получении положительного реше-
ния этот критерий приобретает максимальное значение
при условии максимума критерия a . Следует также от-
метить, что в общем случае получение положительного
решения не гарантируется ввиду возможной несовме-
стности условий. Предложенный алгоритм решения
этой задачи позволяет найти оптимальное решение или
убедиться в несовместности ограничений.

Поскольку предприятия выпускают продукцию как в за-
данном ассортименте, так и в свободном, то после того,
как найден новый объем выпуска продукции в заданном
ассортименте, можно определить максимальные воз-
можности и по выпуску продукции в свободном ассорти-
менте и на экспорт. Для этого надо решить задачу (2.12)-
(2.23) с новым значением величины *a , равным **a .

При рассмотрении частного случая, когда px = , ос-
тается еще проанализировать ограничение на количе-
ство занятых на предприятиях т.е. неравенство (2.22).
Подставив выражение для h  из уравнения (2.14)  в
неравенство (2.22) и учитывая, что px = получим

hp
)

£x .
Если это неравенство не выполняется, то трудовых

ресурсов недостаточно, чтобы обеспечить полную за-
грузку производственных мощностей предприятий. Для
того, чтобы обеспечить выполнение этого ограничения
надо каким-либо способом уменьшить значения векто-
ра валового выпуска. В частном случае это можно
сделать, если принять допущение, что трудовые ре-
сурсы распределяются пропорционально валовому
выпуску на предприятиях. Обозначим через J коэф-
фициент, меньший единицы, на который надо умно-
жить вектор производственных мощностей, чтобы по-
лучить общее число занятых равным h

)
. Тогда этот

коэффициент определяется из соотношения

p
h
x

J
)

= .

Если же в этом случае требуется определить макси-
мальный объем производства конечной продукции, не-
обходимо решать задачу (2.12)-(2.23) в общем случае.

Задача (2.12)-(2.23) в общем случае представляет
собой задачу линейного программирования, которую
можно решить стандартными методами. Однако спе-
цифика условий, в частности, совместное задание ог-
раничений на импорт товаров и сальдо внешнеторго-
вого баланса, может приводить к их несовместности.
Для того, чтобы обеспечить полный контроль над про-
цессом решения и возможность оперативного устра-
нения несовместности исходных данных, разработан
алгоритм решения задачи (2.12)-(2.23), основой кото-
рого служит известный метод последовательного улуч-
шения плана задачи линейного программирования.

Суть изменения стандартного алгоритма состоит в
том, что на основе специфики решаемой задачи пред-
варительно находится опорный план, значение целевой
функции которого достаточно близко к оптимальному
(максимальному) значению. Причем, одновременно с
нахождением этого опорного плана, обеспечивается
устранение несовместности ограничений (согласование
исходных данных).  Кроме того,  исходя из специфики
рассматриваемой задачи, разработаны некоторые дру-
гие элементы алгоритма, упрощающие его реализацию
на компьютере.

Первоначальный опорный план находится следую-
щим способом. Положим значение искомых векторов ŷ
и r  равными их граничным значениям и заменим эти
векторы и вектор w

)
 на один вектор y&& : wryy

))(
&& ++=  и

подставим их в уравнение (2.12). Тогда это уравнение
можно решить относительно вектора x . Это решение
можно записать в следующем виде:

)*qay(B0x += && .

Из теории линейного программирования известно
[36, 39, 55, 71-77], что 0x  и y&&  представляют собой

план задачи (2.12)-(2.23). Покажем теперь условия,
при которых этот план будет опорным.

Для этого подставим выражение для z  из уравнения
(2.13) в неравенство (2.19), а выражение для h  из
уравнения (2.14) в неравенство (2.22), в результате
чего получим неравенства

zUx
)

£ ; hx
)

£x . (2.27)
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Присоединим к этим неравенствам ограничение
(2.17) для вектора x

px £ . (2.28)

Допустим для вектора 0x  выполняются неравенства
в ограничениях (2.27)-(2.28). После этого нужно прове-
рить ограничение на величину сальдо внешнеторгово-
го баланса задачи (2.21), поскольку оно может быть
несовместным с ограничением на импорт в товарном
разрезе. Если это ограничение не выполняется,
уменьшаем значения вектора 0x  по методике, рас-
смотренной выше для частного случая, когда

px = .
Если при проверке неравенств (2.27)-(2.28) хотя бы

одно из условий не выполняется,  то в этом случае в
диалоговом режиме следует уменьшить численные
значения тех компонент вектора y&& , для которых зна-
чения соответствующих компонент вектора 0x  не
удовлетворяют этим неравенствам. Уменьшение мож-
но выполнить различными способами, например, вос-
пользоваться методикой, изложенной выше для част-
ного случая px = . В этом случае одновременно уст-
раняется несовместность ограничений на сальдо
внешнеторгового баланса (если она есть). После этого
заново повторяются вычисления компонент вектора

0x  и т.д.,  до тех пор, пока не будут выполнены усло-
вия (2.8)-(2.9). Допустим теперь, что вектора условий
задачи (2.12)-(2.23) соответствующие компонентам
вектора x линейно независимы. Тогда согласно опре-
делениям из теории линейного программирования [36,
39, 55] план задачи (2.12)-(2.23), составленный из век-
торов 0x  и y&&  будет опорным.

После того, как найден начальный опорный план за-
дачи (2.7), выполняется итерационная процедура по-
следовательного улучшения опорного плана до тех
пор, пока не будет получено оптимальное решение.
Если целевая функция данной задачи не ограничена,
то метод последовательного улучшения плана позво-
ляет установить это за конечное число шагов.  В дан-
ном алгоритме имеется возможность задавать двусто-
ронние ограничения на искомые переменные. Это
расширяет возможности расчета различных вариантов
максимизации выпуска конечной продукции как в за-
данном так и свободном ассортименте.

Если двухсторонние ограничения заданы для всех пе-
ременных, то целевая функция не может быть неогра-
ниченной. В том случае, когда при вариантном расчете
какие-либо из двухсторонних ограничений не заданы, то
в предлагаемом алгоритме они автоматически допол-
няются недостающими ограничениями по правилу: если
не задано нижнее ограничение, то оно принимается
равным нулю; если не задано верхнее ограничение, то
оно принимается равным числу, большему, чем макси-
мальное возможное число в данной задаче.

В этом случае решение формально всегда будет по-
лучено, что делает алгоритм нечувствительным к раз-
личным ошибкам и неточностям в задании исходных
данных. При этом неограниченность целевой функции
устанавливается тем, что хотя бы одна переменная в
полученном решении принимает значение, равное
максимальному значению ограничений в задаче.

2.3. Моделирование и оптимизация
издержек при проведении перепрофи-
лирования производственных
мощностей

В соответствии с методом условной оптимизации в
данную однокритериальную оптимизационную стати-
ческую задачу входят соотношения, выражающие пе-
репрофилирования производственных мощностей при
минимизации издержек. Это соотношения 10-12 общей
задачи 1.22, которые в статической форме (без вре-
менной зависимости) представляются в виде:

+£ pPe DD ;  (2.29)
-£ pe)P( DDC o ; (2.30)

Te]e)PC[( Dr o= ; (2.31)

min®r , (2.32)
где

+pD и -pD  – векторы максимального прироста (по-
ложительные значения) или убыли (отрицательные
значения) производственных мощностей предприятий
за счет проведения перепрофилирования мощностей в
конце периода реализации производственного проекта;

PD  – матрица долей избыточных производственных
мощностей предприятий, перепрофилируемых под вы-
пуск продукции предприятий с дефицитом мощностей в
конце периода реализации производственного проекта;
C  – матрица коэффициентов перепрофилирования;
r  – общая стоимость затрат на перепрофилирова-

ние в течение всего периода реализации производст-
венного проекта;

C  – матрица коэффициентов удельных затрат на
проведение перепрофилирования;

e  – единичный вектор-столбец;
Te  – единичный вектор-строка (транспонированный

вектор-столбец).
Данная оптимизационная задача формулируется так:

найти матрицу PD , которая удовлетворяет ограничени-
ям (2.29); (2.30) при условии минимизации функции r .
Исходным условием решения этой задачи является на-
личие избыточных производственных мощностей пред-
приятий, которые можно перепрофилировать в произ-
водственные мощности других предприятий, чтобы по-
лучить максимальный выпуск конечной продукции в
заданном ассортименте. Следовательно для решения
этой задачи должны быть заданы векторы +pD и -pD .
Однако они неизвестны, поскольку их и требуется опре-
делить в результате решения (отсюда и нелинейность
общей оптимизационной задачи первой части статьи).

Эта задача может быть решена методом последова-
тельных приближений совместно с решением задачи
(2.1)-(2.9). Для этого сначала задается начальное при-
ближение оценки общего максимального объема произ-
водства конечной продукции в заданных пропорциях.
Обозначим этот объем через 0a  и примем его сначала

равным значению, полученному при решении задачи
(2.1)-(2.9), т.е. *a . Затем подставляем это значение в
уравнение (2.1) и получаем значение вектора валовых
выпусков всех предприятий, обозначаемое через 0x ,
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необходимое для обеспечения объема производства
конечной продукции в заданных пропорциях в размере,
равном первому приближению.

Затем находим разность между вектором производ-
ственных мощностей p  из задачи (2.1-2.9) и вектором

0x , которую обозначим через 0xD

0xp0x -=D .

Положительные компоненты этого вектора пред-
ставляют собой избыточные производственные мощ-
ности предприятий, которые могут быть использованы
для их перепрофилирования под производственные
мощности предприятий, выпуск которых недостаточен.
Эти предприятия и недостающие размеры их произ-
водственных мощностей, которые требуются для
обеспечения производства конечной продукции в за-
данных пропорциях в объеме 0a , определяются отри-

цательными компонентами вектора 0xD .

Обозначим через -
0xD  вектор, образованный из от-

рицательных компонент вектора 0xD , а через +
0xD

вектор, образованный из положительных компонент

вектора 0xD . Теперь принимаем векторы +pD  и -pD

равными соответственно векторам +
0xD  и -

0xD .
Далее решаем задачу (2.29)-(2.32) определения оп-

тимальной структуры перепрофилирования избыточ-
ных производственных мощностей, определяемых
вектором +pD  в недостающие производственные
мощности предприятий, определяемых вектором -pD .

Если в результате решения этой задачи устанавлива-
ется, что все недостающие производственные мощно-
сти предприятий могут быть созданы за счет перепро-
филирования избыточных производственных мощно-
стей и больше избыточных мощностей нет, то общий
объем производства конечной продукции в заданном
ассортименте, определяемый величиной 0a , является

максимально возможным для данной структуры и раз-
меров производственных мощностей всех предприятий.

В противном случае могут быть два варианта. В пер-
вом из них все недостающие производственные мощ-
ности созданы, но еще остаются не использованными
часть избыточных производственных мощностей пред-
приятий. В этом случае объем производства конечной
продукции в заданном ассортименте может быть увели-
чен. Сначала увеличим на один шаг значение величины

0a  и повторим все расчеты. При этом уже в отличие от

первой итерации нужно проверить выполнение всех ус-
ловий задачи (2.1)-(2.9). Если эти условия выполняются,
то переходим к решению задачи (2.29)-(2.32). Обозна-
чим эту величину через a0a1a D+= .  Если в итоге ре-

шения задачи (2.29)-(2.32) опять приходим к этому же
варианту, то снова увеличиваем значение 1a  на шаг и
повторяем расчеты до тех пор, пока не получим другой
вариант – а именно, когда под перепрофилирование
все избыточные производственные мощности исполь-
зованы, но часть недостающих мощностей не может
быть создана.

В этом случае уменьшаем шаг изменения величины

ia  пополам, вычитаем новый шаг и повторяем опи-
санные выше действия до тех пор,  пока не получим
первый вариант. Тогда снова делим шаг пополам и
повторяем расчеты. Такое попеременное движение с
увеличением и уменьшением величины ia  и последо-
вательным уменьшением шага изменения этой вели-
чины выполняется до тех пор,  пока значение шага не
будет меньше заданного, принятого за точность по-
следовательного приближения, в результате чего дос-
тигается решение – абсолютный максимальный объем
производства конечной продукции в заданном ассор-
тименте с учетом перепрофилирования производст-
венных мощностей.

Как упоминалось выше, в ходе итераций необходимо
проверять выполнение условий задач (2.1)-(2.9). Если
хотя бы одно из этих условий не выполняется, то также
как и в случае решения задачи (2.19)-(2.32) значение
величины ia  также должны уменьшаться до тех пор,
пока не будут выполнены все условия задачи (2.29)-
(2.32).

Кроме векторов +pD  и -pD , для решения задачи
(2.12)-(2.23) необходимо предварительно вычислить
значения двух матриц – матрицу коэффициентов пе-
репрофилирования C  и матрицу удельных затрат на
проведение перепрофилирования C . Методика расче-
та этих матриц и постановка оптимизационной задачи
(2.29)-(2.32), приведена в следующем разделе.

Задача (2.12) представляет собой распределитель-
ную задачу линейного программирования [78]. Для
решения задач транспортного типа, к которой относит-
ся распределительная задача, целесообразно исполь-
зовать алгоритм «венгерского» метода. Этот метод не
чувствителен к зацикливанию решения при любых ис-
ходных данных, что важно для нашей задачи, т.к. для
исходных данных характерна неопределенность пара-
метров. Для компьютера была разработана программа
на основе алгоритма «венгерского метода» решения
транспортной задачи линейного программирования.

Для того, чтобы решить оптимизационную задачу
(2.12) «венгерским» методом, сформулированным
применительно к частному случаю распределительной
задачи – транспортной задаче линейного программи-
рования, необходимо ее преобразовать в стандартную
форму этой задачи. С этой целью выполним преобра-
зования переменных. Сначала освободимся от матри-
цы коэффициентов ijc  в ограничении 2 задачи (2.12).

Для этого обозначим

ib
ijp

ijX
D

= ,
jb
ijp

jB
D

= ,
ib
ip

iA = , ibijcijC = .

Из этих соотношений получаем

ibijXijp =D , jbjBjp =D ,

ibiAip =D ,
ib
ijC

ijc = .

Подставляя эти выражения в соотношения оптимиза-
ционной задачи (2.29)-(2.32), получим следующую запись
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å
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min
ij

X
ij

cq ;

å

=

£
J

1j
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A
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X ;

å

=

£
I

1i
i

B
ij

X ,

где I  – общее число предприятий, производствен-
ные мощности которых требуется перепрофилировать
под выпуск продукции других предприятий, общее
число которых обозначается через J .

Эта запись также еще не является стандартной
формой для транспортной задачи, для которой требу-
ется представить ограничения в форме равенств. Для
приведения к этой форме вводим фиктивное предпри-
ятие с индексом 1I +  или фиктивное предприятие с
индексом 1J +  в зависимости от выполнения условия

å
=

³å
=

J

1j jB
I

1i iA .

Если это условие выполняется,  то вводится фиктив-
ное предприятие с производственной мощностью 1IA +

å

=

-å

=

=+

J

1j
j

B
I

1i
i

A1IA .

В противном случае вводится фиктивное предпри-
ятие с производственной мощностью 1JB +

å

=

-å

=

=+

I

1i
i

A
J

1j
j

B1JB .

Для фиктивных предприятий вводятся фиктивные
значения удельных затрат на перепрофилирование,
которые превышают максимальную величину этих за-
трат в матрице ijc , например, на единицу

1ijcmaxj,1Ic +=
+

, J,1j = ;

1ijcmax1J,ic +=+ , I,1i = .

Тогда окончательно преобразованную задачу (2.12)
запишем в стандартном виде транспортной задачи

ï
ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï
ï
ï

ý

ü

=å

=

å

=

=

å

=

å

=

®=

,iB
I

1i
ij

X

J

1j
,

i
A

ij
X

J

1j

I

1i

min,
ij

X
ij

cq

(2.33)

где число предприятий, обозначаемых также через I
и J  уже включает фиктивные предприятия.

Содержательный смысл фиктивных предприятий за-
ключается в том, что они выражают в одном случае

избыток имеющихся производственных мощностей, а в
другом потребность в производственных мощностях
предприятий, которые нужно создать за счет пере-
профилирования. Ясно, что в первом случае всегда
можно покрыть потребность в перепрофилировании, а
во втором случае всегда останется часть требуемых
производственных мощностей предприятий, которые
не удастся создать за счет перепрофилирования.

В алгоритме «венгерского метода» учитываются пе-
ревозки с запретами, что в интерпретации для задачи
перепрофилирования означает невозможность пере-
профилирования производственных мощностей ряда
предприятий под выпуск продукции некоторых других
предприятий.

Такие запреты определяются технико-экономическим
анализом целесообразности перепрофилирования про-
изводственных мощностей предприятий под ту или
иную продукцию.  Этот анализ необходим,  т.к.  при ис-
пользовании метода анализа сходства структур основ-
ных средств не всегда можно учесть все особенности
сложного производства. В рассматриваемом алгоритме
запрет на перепрофилирование задается нулевыми
значениями элементов матрицы ijC .

Алгоритм венгерского метода реализуется в виде
последовательного улучшения матрицы k

ijX  с помо-

щью вспомогательной матрицы ,...2,1,0k,k
ijc = , кото-

рая строится исходя из матрицы ijc . Каждая итерация

заканчивается построением улучшенной матрицы k
ijX

и проверкой выполнения условий задачи (вычисление
неувязок).

Если эти условия не выполняются, осуществляется
следующая итерация алгоритма, строится матрица

1k
ijc + , затем матрица 1k

ijX +  и т.д.,  пока не будут

удовлетворены условия задачи (2.33). Тогда решение
считается найденным. На практике точное выполнение
условий может не достигаться даже за значительное
число итераций из-за ошибок округления компьютера.
На этот случай предусмотрено прекращение итераций
при заданном значении общей невязки условий.

В модели [17] также рассматривается задача пере-
профилирования производственных мощностей, но не
на уровне предприятий, а на уровне отраслей. Кроме
того в рамках модели [17] не определяются дефицитные
и избыточные производственные мощности, а задаются
экзогенно, также, как и коэффициенты перепрофилиро-
вания и сам процесс перепрофилирования не оценива-
ется с точки зрения издержек. В данной модели процесс
перепрофилирования формулируется как оптимизаци-
онный, дефицитные и избыточные производственные
мощности предприятий с точки зрения реализации за-
данного проекта определяются в рамках модели, как и
коэффициенты перепрофилирования предприятий.

2.4. Моделирование перепрофилиро-
вания производственных мощностей

В данном подразделе излагается методика расчета
коэффициентов перепрофилирования и коэффициен-
тов, выражающих удельные затраты на перепрофили-
рование, которые входят в целевую функцию оптими-
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зационной задачи из предыдущего подраздела. При
анализе возможностей по преобразованию производ-
ственных мощностей в рамках реализации заданного
производственного проекта наиболее важной задачей
является определение тех избыточных производст-
венных мощностей, которые наиболее целесообразно
перепрофилировать в производственные мощности,
необходимые для обеспечения реализации рассмат-
риваемого экономического проекта.

Наиболее точно эту задачу можно решить посредст-
вом моделирования тех реальных процессов, которые
осуществляются при перепрофилировании производст-
венных мощностей. Основой этих процессов является
замена части оборудования на преобразуемых пред-
приятиях на оборудование, которое требуется для реа-
лизации заданного производственного проекта, напри-
мер, выпуска того или иного вида продукции. Поэтому, в
первую очередь, целесообразно перепрофилировать те
предприятия, структура оборудования которых имеет
наибольшее сходство с предприятиями, непосредст-
венно выпускающими заданную конечную продукцию
или обеспечивающую её выпуск.

Сходство структуры оборудования разных предпри-
ятий, можно количественно оценить с помощью пока-
зателя удельной стоимости проведения перепрофи-
лирования. Приближенно можно считать, что стои-
мость перепрофилирования определяется в основном
стоимостью установленного при проведении перепро-
филирования оборудования.

Эту стоимость с точностью, достаточной для решения
поставленной задачи, можно определить как разность
между стоимостью оборудования на предприятии после
и до проведения перепрофилирования. Обозначим че-
рез Fi  – стоимость оборудования i -го предприятия

до,  а
jiF  после проведения перепрофилирования под

выпуск продукции j -го предприятия, выпускающего ко-
нечную или промежуточную продукцию, DMi Î ,

PMj Î , где DM  – множество индексов предприятий,
имеющих избыточные мощности для проведения пере-
профилирования (предприятия-доноры), PM  – множе-
ство индексов предприятий, производственные мощно-
сти которых требуется увеличить (предприятия-
реципиенты).

Введем две вспомогательные матрицы коэффициен-

тов kig  и kjg . Коэффициент kig  представляет со-

бой долю оборудования, выпускаемого k -м предпри-
ятием, имеющегося на i -м предприятии. Коэффициент

kjg  имеет то же содержание для j -го предприятия.

Коэффициенты kig  и kjg  можно рассчитать на ос-

нове анализа состава оборудования на предприятиях.
Тогда коэффициенты kig  и kjg  можно рассчитать по

формулам

å

Î

=

F
Mk

ki
F

kiF
ki D

D
g ;

å

Î

=

F
Mk

kj
F

kjF
kj D

D
g ,

где

kiFD , kjFD  – стоимость оборудования, выпускаемо-

го на k -м предприятии, имеющееся соответственно
на i -м и j -м предприятии;

FM  – множество предприятий, выпускающих обору-
дование.

Зная коэффициенты kig  и kjg , можно рассчитать

структуру оборудования на i -м предприятии до и после
проведения его перепрофилирования. Обозначим через

kiF  и
jkiF матрицы, элементы которых представля-

ют собой стоимость оборудования, выпускаемого k -м
предприятием, которые имеются на i -м предприятии
соответственно до или после проведения перепрофили-
рования под выпуск продукции j -го предприятия.

Столбцы матриц kiF  и
jkiF  определяют структу-

ру оборудования i -го предприятия соответственно до
или после проведения его перепрофилирования под
выпуск продукции j -го предприятия.

Элемент столбцов матриц kiF  и
jkiF  – это стои-

мость оборудования выпускаемого k -м предприяти-
ем, которое имеется на i -м предприятии соответст-
венно до и после проведения его перепрофилирова-
ния под выпуск продукции j - го предприятия.

Элементы матриц kiF  и
jkiF  можно выразить че-

рез общую стоимость оборудования i - го предприятия
соответственно до и после проведения его перепро-
филирования под выпуск продукции j - го предпри-
ятия, обозначаемые через iF  и

jiF  и коэффициенты

kig  и kjg  в следующем виде:

kiiFkiF g= ; kjjiF
jkiF g= ; DMiÎ , PMj Î , FMk Î .

Стоимость оборудования на i -м предприятии до
проведения перепрофилирования (величину iF ) мож-
но получить из анализа его основных средств, а стои-
мость оборудования на этом же предприятии после
проведения перепрофилирования (величину

jiF ) тре-

буется определить.
Это можно сделать, если выразить величину

jiF  че-

рез iF . Предварительно введем частный коэффициент
отдачи производственной мощности по оборудованию
i -го предприятия, обозначаемый через if , который
представляет собой отношение объема производства
к стоимости оборудования i -го предприятия. Этот ко-
эффициент можно записать в виде:

iF
iX

if = ,
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где iX  – объем производства на i - м предприятии
до проведения перепрофилирования.

Аналогично можно записать частный коэффициент
отдачи производственной мощности по оборудованию
на i -м предприятии после его перепрофилирования
под выпуск продукции j -го предприятия, обозначае-
мый через

jif

iF
jiX

jif = ,

где
jiX  – объем производства на i -м предприятии

после проведения его перепрофилирования под вы-
пуск продукции j -го предприятия.

Эти коэффициенты можно использовать для опреде-
ления функциональной связи стоимости оборудования
до и после проведения перепрофилирования, поскольку
в ходе перепрофилирования из состава основных фон-
дов заменяется в основном лишь оборудование. При-
ближенно можно принять, что частный коэффициент
отдачи производственной мощности по оборудованию
на i -м предприятии после его перепрофилирования
под выпуск продукции j -го предприятия мало отлича-
ется от коэффициента отдачи производственной мощ-
ности по оборудованию j -го предприятия.

Поэтому можно считать, что

jf
jif = ,

где jf  – частный коэффициент отдачи производст-

венной мощности по оборудованию j -го предприятия.
Исходя из этого равенства можно записать следую-

щее выражение для стоимости оборудования i -го
предприятия после проведения его перепрофилиро-
вания под выпуск продукции j -го предприятия:

jf
jiX

jiF = .

Величина
jiX в этой формуле неизвестна, поэтому ее

требуется определить. Для этого нужно найти связь ве-
личин iX  и

jiX , тогда можно определить, на сколько

увеличится объем производства на i -м предприятии
после проведения его перепрофилирования под выпуск
продукции j -го предприятия. Введем коэффициент пе-
репрофилирования ijc  как отношение

jX
jiX

ij =c .

Этот коэффициент показывает, на сколько изменится
объем производства на i -м предприятии после прове-
дения его перепрофилирования под выпуск продукции
j -го предприятия. Объемы производства на предпри-

ятии до проведения перепрофилирования можно взять

из статистических данных, а коэффициент перепрофи-
лирования требуется рассчитать.

Для этого предварительно введем частный коэффици-
ент отдачи производственной мощности по зданиям и
сооружениям. Этот коэффициент, обозначаемый через

ib  представляет собой отношение объема производства

на i -м предприятии к стоимости зданий и сооружений на
этом предприятии, который можно записать в виде:

iS
iX

ib = ,

где iS  – стоимость зданий и сооружений на i -м
предприятии.

Обозначим через
jib  частный коэффициент отдачи

производственной мощности i -го предприятия по зда-
ниям и сооружениям после проведения его перепро-
филирования под выпуск продукции j -го предпри-
ятия, который можно записать в виде:

iS
jiX

jib = .

Из определения частного коэффициента отдачи про-
изводственной мощности по зданиям и сооружениям
можно получить выражения для объемов производст-
ва на i -м предприятии до и после проведения пере-
профилирования, которые имеют вид

iSibiX = , iS
jib

jiX = .

Подставляя эти выражения для iX  и
jiX  в форму-

лу для коэффициента перепрофилирования, получаем

ib
jib

iSib

iS
jib

ij ==c .

Таким образом, коэффициент перепрофилирования

ijc  при перепрофилировании i -го предприятия под

выпуск продукции j -го предприятия выражается через
отношение частных коэффициентов отдачи производ-
ственной мощности по зданиям и сооружениям этого
предприятия до и после проведения его перепрофили-
рования. В этом выражении для коэффициента пере-
профилирования заключается допущение, что при пе-
репрофилировании производства на предприятии зда-
ния и сооружения остаются, в основном, без изменений.
Поэтому отношение частных коэффициентов отдачи
производственной мощности предприятия до и после
проведения его перепрофилирования выражает только
отношение объемов производства продукции до и по-
сле перепрофилирования, которое и представляет со-
бой коэффициент перепрофилирования.

Тогда объем производства на предприятии после
проведения его перепрофилирования можно выразить
через объем производства до проведения перепрофи-
лирования и коэффициент перепрофилирования в ви-
де соотношения

iXijjiX c= .
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Подставляя это выражение для величины
jiX  в вы-

ражение для
jiF , получаем соотношение для стоимо-

сти оборудования i - го предприятия после проведе-
ния его перепрофилирования в следующем виде:

jf
iXij

jiF
c

= .

Тогда элементы неизвестной матрицы
jkiF  можно

выразить через известные величины посредством со-
отношения

jf
iXij

jkiF
c

= ; FMk Î ; DMi Î ; PMj Î .

Теперь остается определить стоимость проведения
перепрофилирования. Для этого вычисляем матрицу

jkiFD , представляющую собой разность матриц

jkiF  и kiF , элементы которой рассчитываются по

формуле

kiiFkj
jf

iXij
kiF

jkiF
jkiF gg

c
D -=-= .

Элементы этой матрицы могут быть положительными,
отрицательными и нулевыми. Положительные элементы

i -го столбца матрицы
jkiFD  показывают стоимость

оборудования, выпускаемого на k -м предприятии, ко-
торое необходимо установить в процессе перепрофили-
рования i -го предприятия под выпуск продукции j -го
предприятия. Неположительные (отрицательные и ну-
левые) k -е элементы i -го столбца этой матрицы озна-
чают, что оборудование, выпускаемое k -м предприяти-
ем есть в необходимом количестве на i -м предприятии
до проведения его перепрофилирования, поэтому его
устанавливать не надо.

Обозначим через
jkiF̂D  те элементы матрицы

jkiFD , для которых выполняется условие

0
jkiF >D .

Тогда общую стоимость перепрофилирования на i -м
предприятии при перепрофилировании его под выпуск
продукции j - го предприятия, обозначаемую через

i jSD  можно записать в виде:

å

Î

=

F
Mk jki

F̂
jiS DD ,

где FM  – множество предприятий, из которых по-
ступает оборудование на проведение перепрофили-
рования на i -м предприятии.

После того, как получена общая стоимость проведе-
ния перепрофилирования, можно рассчитать коэффи-
циент удельных затрат на перепрофилирование на i -м
предприятии под выпуск продукции j -го предприятия,
обозначаемый через ijc , который выражает отношение

общей стоимости перепрофилирования к объему про-
изводства на i -м предприятии до проведения пере-
профилирования

iX
jiS

ijc
D

= .

2.5. Моделирование строительства новых
производственных мощностей

В данном подразделе излагается модель строитель-
ства новых производственных мощностей. В общей за-
даче первой части статьи в качестве ограничения век-
тора x  валового выпуска продукции предприятий вхо-
дит вектор сD  прироста производственных мощностей
за счет нового строительства. Если в результате реше-
ния статической оптимизационной задачи (2.19)-(2.32)
устанавливается, что и за счет перепрофилирования не
удается расширить производственные мощности на-
столько, чтобы обеспечить заданный объем производ-
ства конечной продукции, то рассматривается возмож-
ность достичь этого за счет строительства новых пред-
приятий или цехов, участков производства и т.д. В этом
случае решается задача по расчету размеров произ-
водственных мощностей предприятий, которые необхо-
димо построить, чтобы выпустить дополнительный
объем требуемой конечной продукции.

В соответствии с принятым методом декомпозиции
общей задачи (1) на статическую и динамическую в
данной задаче также пренебрежем временем и сто-
хастичностью. Предположим также, что строительство
зданий и сооружений ведется предприятиями по
строительству нежилых сооружений, которые для про-
стоты агрегируются в одну строительную организацию.
Обозначим производственные мощности этой группы
предприятий через cp .

Пусть в результате решения задачи (2.29)-(2.32) мож-
но произвести заданную конечную продукцию в объеме

**a , а недостающий объем этой продукции составляет
aD . Тогда вектор размеров новых производственных

мощностей pD , которые требуется построить, чтобы
обеспечить дополнительный выпуск продукции в объе-
ме aD  определяются по формуле:

aBqp DD = ,
где
B  – матрица коэффициентов полных затрат пред-

приятий на производство продукции;
q  – вектор пропорций выпуска конечной продукции в

заданном ассортименте.
Запишем этот вектор в виде ipD , CMi Î , где CM

множество предприятий, где ведется новое строитель-
ство. Для оценки возможностей по созданию этих про-
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изводственных мощностей требуется определить объ-
емы работ по строительству зданий и сооружений на
каждом предприятии. Обозначим через iS  отношение
стоимости зданий и сооружений на единицу производ-
ственных мощностей i -го предприятия

ip
iQ

iS = ,

где iQ  – стоимость зданий и сооружений на i -м

предприятии с производственной мощностью ip .

Тогда на i -м предприятии CMi Î  надо построить

здания и сооружения в объеме

ipiSiQ DD = .

Требуемый общий объем строительства равен
å

Î

=

U
Mi

i
QQD .

Определим теперь объем оборудования, который
требуется установить на расширяемых предприятиях. В
разделе 2.4 при изложении методики подготовки исход-
ных данных в задаче оценки возможностей перепрофи-
лирования производственных мощностей использова-
лась матрица коэффициентов kig , представляющих

собой долю оборудования предприятий k -го типа в
общей стоимости оборудования i -го предприятия. С
помощью этой матрицы можно определить объемы
оборудования, производимые предприятиями, которые
необходимы для установки на вновь строящихся пред-
приятиях (цехах). Эти объемы можно вычислить по
формуле

ipkikiF DgD = , CMi Î .

Результаты определения размеров производствен-
ных мощностей, объемы строительных работ и коли-
чества оборудования, которое необходимо установить
на вновь строящихся предприятиях (цехах) имеют са-
мостоятельное значение. Кроме того эти результаты,
как и результаты решения других статических задач,
поступают в качестве исходных данных для решения
динамических задач, рассматриваемых в третьей час-
ти статьи.

Выводы
Во второй части статьи моделируется конечное состояние

реализации заданного производственного проекта, которое
включает моделирование и оптимизацию производства про-
дукции в заданном ассортименте, моделирование и оптими-
зацию производства конечной продукции, моделирование и
оптимизацию издержек при проведении перепрофилирования
производственных мощностей, моделирование перепрофи-
лирования производственных мощностей, моделирование
строительства новых производственных мощностей.

Конечное состояние фиксируется в точке времени, отстоя-
щей от начала процесса на некоторый интервал, который оп-
ределяется в третьей части статьи в результате моделирова-
ния динамики производственных процессов. Важным аспек-
том моделирования конечного состояния является его
оптимизационный характер. Моделирование производства
конечной продукции осуществляется с оптимизацией при
различных вариантах ее выпуска (в заданном и свободном
ассортименте), при различных условиях загрузки производст-
венных мощностей и различных вариантах использования
импортных товаров в качестве промежуточной продукции.

Оптимизационная модель, отражающая конечное состоя-
ние в результате реализации производственного проекта,
является нелинейной многокритериальной оптимизационной
задачей. Для решения этой задачи используется метод ус-
ловной оптимизации, заключающийся в декомпозиции много-
критериальной нелинейной оптимизационной задачи на не-
сколько линейных задач со скалярными критериями и реше-
нии этих задач посредством последовательных приближений
при фиксации значений других критериев, полученных при
предыдущих решениях.

Для решения некоторых линейных задач предложены про-
стые алгоритмы решений, основывающиеся на использовании
специфических особенностей входящих в состав задачи урав-
нений и их содержательного смысла. Для решения других ли-
нейных задач предложены модификации и улучшения сущест-
вующих методов.

Для решения оптимизационной задачи перепрофилирования
производственных мощностей разработана методика и алгоритм
расчета коэффициентов перепрофилирования, показывающие
насколько изменится производственная мощность предприятия
после проведения перепрофилирования. Кроме того разработа-
на методика и алгоритм расчета видов и объемов оборудования,
которые требуется установить на перепрофилируемых предпри-
ятиях для выпуска новой продукции, а также методика и алго-
ритм расчета коэффициентов удельных затрат на проведение
перепрофилирования предприятий. Последние позволяют опре-
делить общую стоимость перепрофилирования предприятий,
являющуюся критерием в этой оптимизационной задаче.

Разработан также алгоритм расчета потребных производ-
ственных мощностей предприятий, которые должны быть
созданы за счет нового строительства, включающий расчет
стоимости зданий, сооружений и оборудования, необходимо-
го для установки на новых предприятиях. Процессы динамики
производства продукции, перепрофилирования имеющихся
производственных мощностей, строительства новых пред-
приятий и ввод в действие перепрофилированных и новых
предприятий рассматривается в третьей части статьи.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ И
ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИКИ
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ПРОЦЕССОВ

3.1. Методика решения задачи расчета
динамики производственных процессов

В предлагаемой методике решения общей динамиче-
ской многокритериальной оптимизационной задачи 1-23
осуществляется её декомпозиция на статическую и ди-
намическую. В статической задаче решается проблема
многокритериальности, а также находится оптимум це-
левой функции в конечной точке по времени реализации
заданного проекта. В этой задаче определяются основ-
ные параметры оптимального управления для конечной
точки реализации производственного проекта.

В динамической задаче остается найти оптимальное
управление в каждой точке по времени динамического
процесса. Для решения этой задачи динамический про-
цесс формулируется так, что в каждой точке по времени
реализуются такие значения управлений, которые обес-
печивают достижение максимума целевой функции за
наименьшее количество шагов по времени.

В соответствии с принятым методом декомпозиции
общей задачи 1-23 части 1 данной статьи на статиче-
скую и динамическую задачи, в части 2 были получены
решения оптимизационных статических задач, которые
определяли точку в фазовом пространстве, отстоящую
от начальной на некоторый период времени. Решение
динамической части общей задачи 1-23 первой части
статьи позволяет определить собственно этот отрезок
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времени, а также динамику изменения переменных об-
щей задачи в течении этого промежутка времени.

Аналитическое решение динамической модели с не-
прерывным временем представляет весьма сложную
проблему. Для практического решения динамическую
модель целесообразно представить и решать в виде
конечно-разностных уравнений и ограничений с дис-
кретным временем. Данная модель, как и статическая
является оптимизационной, целевой функцией кото-
рой служит выпуск конечной продукции.

Решением является выбор значений управляющих
параметров, максимизирующих целевую функцию, ко-
торая представляет собой значения выпуска продукции
на предприятиях в каждой точке по времени. Динамиче-
ская модель, как процесс, описывается фазовыми и
управляющими переменными. Функциональная связь
фазовых переменных на следующем шаге с фазовыми
и управляющими переменными на предыдущем шаге
представляет собой уравнение процесса. Оптимальное
решение достигается на основе применения метода ди-
намического программирования [50-55].

Оптимальная стратегия управления динамическим
процессом обладает тем свойством, что каковы бы не
были первоначальное состояние и первоначальное ре-
шение, последующее решение должно определять опти-
мальную стратегию относительно состояния, полученно-
го в результате первоначального решения [50-52, 54-55].

Целевой функцией данной динамической оптимизаци-
онной задачи является максимальное значение интен-
сивности выпуска конечной продукции в каждой точке по
времени периода реализации производственного проекта.
Этот максимум достигается посредством увеличения про-
изводственных мощностей предприятий, которое осуще-
ствляется за счет перепрофилирования избыточных про-
изводственных мощностей предприятий в дефицитные
производственные мощности и за счет строительств но-
вых цехов и предприятий. При этом в целях минимизации
затрат размеры вводимых мощностей должны быть таки-
ми, чтобы производственные мощности были сбаланси-
рованы между собой по выпуску промежуточной продук-
ции и также были бы достаточны для выпуска конечной
продукции для реализации населению и на экспорт.

В период реализации заданного производственного
проекта предприятия также выполняют заказы пере-
профилируемых и вновь строящихся предприятий на
поставки оборудования для их оснащения. Перепрофи-
лирование должно выполняться таким образом, чтобы
минимизировать издержки. Чтобы обеспечить загрузку
новых производственных мощностей нужно оптимально
перераспределить имеющиеся трудовые ресурсы. Та-
ким образом, управлениями в данной динамической за-
даче являются функции изменения производственных
мощностей предприятий и количество занятых на пред-
приятиях. Оптимальной стратегией управления будет
такая стратегия, при которой будет за минимальное
время будет достигнута конечная точка процесса реа-
лизации производственного проекта.

Достижение максимума интенсивности выпуска конеч-
ной продукции в заданном и свободном ассортименте в
каждой точке динамического процесса за минимальное
время будет обеспечено при увеличении производст-
венных мощностей до максимума и максимально полная
их загрузка за минимальное время. Эти критерии и при-
сутствуют в уравнениях динамики производственных
процессов.

Максимальные размеры прироста производственных
мощностей и потребное количество трудовых ресур-
сов определены в статической модели. Минимальное
время наращивания производственных мощностей оп-
ределяется максимально возможным в каждой точке
по времени выпуском оборудования для расширяю-
щихся производств за счет максимального выпуска
промежуточной продукции для его изготовления, дос-
тавке на предприятия, максимально возможной за-
кладке выпускаемого оборудования с учетом имею-
щихся запасов промежуточной продукции и количества
занятых, с учетом времени доставки, при максимально
возможном темпе монтажа и максимально возможном
числе занятых на предприятиях.

Число занятых как функция времени определяется в
результате решения оптимизационной задачи пере-
распределения и переобучения трудовых ресурсов на
предприятиях. Принцип оптимальности применяется к
строительным предприятиям, которые оптимально
распределяются по строящимся объектам и в которых
максимально используются производственные мощно-
сти для строительства новых объектов. Таким обра-
зом, в каждой точке по времени находится единствен-
ное решение, которое получено на основе оптималь-
ного управления и, тем самым, реализуется принцип
оптимальности динамического процесса в целом.

Уравнение рассматриваемого динамического процесса
представляет собой систему конечно-разностных урав-
нений и ограничений. Эта система разбивается на блоки
и расчет в блоках выполняется в определенной логиче-
ской последовательности, отражающей реальные про-
цессы реализации заданного производственного проекта.

Помимо того, что расчеты выполняются по заданному
алгоритму, предусмотрена возможность корректировки
результатов на основе имитационного моделирования,
когда определение того или иного результата зависит
от конкретных условий или ограничений при примене-
нии человеко-машинных диалоговых процедур.

В число составных частей комплекса динамической
моделей входят:
· модель формирования затрат на закладку выпускаемой

продукции;
· модель выпуска конечной, промежуточной продукции и

оборудования;
· модель монтажа оборудования на перепрофилируемых

предприятиях;
· модель строительства новых цехов и предприятий;
· модель динамики ввода в действие перепрофилирован-

ных и новых производственных мощностей;
· модель подготовки кадров и организации труда на пред-

приятиях.

3.2. Модель формирования затрат на
закладку продукции

Динамика изменения валового выпуска предприятий
в процессе реализации заданного производственного
проекта может осуществляться за счет следующих ос-
новных факторов: повышения коэффициента сменно-
сти работы предприятий, расширения мощности за
счет перепрофилирования производственных мощно-
стей других предприятий, за счет нового строительст-
ва цехов и участков и дополнительных производствен-
ных мощностей.

Валовой выпуск в момент времени t  зависит от те-
кущей производственной мощности предприятия, на-
личия запасов промежуточной продукции, количества
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занятых и циклов производства продукции. Для того,
чтобы произвести продукцию, надо сначала затратить
сырье, материалы, комплектующие детали и узлы, т.е.
осуществить закладку выпускаемой продукции. Объем
закладки определяется имеющимися производствен-
ными мощностями, наличными запасами исходных ма-
териалов, узлов и деталей и количеством занятых на
предприятии. Обозначим через t

ix̂ закладку выпуска

продукции в момент времени t .
В качестве промежуточной продукции рассматривается

промежуточная продукция, поставляемая предприятиями
множества NM , а также промежуточная продукция мно-
жества предприятий вне рассматриваемого проекта, ко-
торые обозначаются через QM . Кроме этого в качестве

промежуточной продукции используются также импорт-
ные товары. Для удобства моделирования процесса за-
трат промежуточной продукции представим, что импорт-
ные товары поставляются условным предприятием,
включенным в множество QM . Обозначим новое множе-

ство через
Q̂

M  и введем множество NQM , представ-

ляющее собой объединение множеств NM и
Q̂

M .

Обозначим через t
ijrV  запасы на i  – м предприятии

промежуточной продукции r -го типа, выпускаемого
j -м предприятием, где NQMj Î . Закладка связана с

затратами промежуточной продукции и рабочей силы.
Обозначим через ijrâ  коэффициенты прямых затрат

материалов и товаров, которые представляют собой
затраты на i -м предприятии продукции r -го типа,

NQIj Î . Эти коэффициенты являются обобщением ко-

эффициентов прямых затрат, введенных в первой части
статьи и представляют собой коэффициенты прямых
затрат ija на i -м предприятии продукции j -х предпри-

ятий множеств NM  и
Q̂

M  с разбиением по товарам,

производимых этими предприятиями, а также импорт-
ных товаров.

В первой части статьи были введены затраты труда,
на производство единицы продукции, которые пред-
ставляют собой произведение коэффициента затрат
труда, выражающее отношение заработной платы,
выплаченной за месяц к месячному выпуску продукции
на количество занятых в момент времени t , которое

обозначим через t
iĥ . Введем величину iq , представ-

ляющую собой долю затрат труда в общих затратах на
выпуск продукции.

Тогда затраты труда можно выразить через величину
закладки в момент времени t  в виде:

t
iĥi

t
ix̂i mq = .

Из этого выражения получаем, что объем закладки
при имеющемся количестве занятых будет равен

i

t
iĥit

ix̂
q

m
= . (3.1)

Соответствующий необходимый объем затрат про-
межуточной продукции, который обозначим через t

iv
будет равен

t
ix̂)i1(t

iv q-= .

Объем затрат также может быть выражен через ко-
эффициенты материальных затрат:

ijrât
ix̂t

ijrv = , NIi Î , NQMj Î , RMr Î .

Сравнивая с предыдущим выражением получаем ус-
ловие для проверки правильности расчетов коэффи-
циентов материальных затрат

å

Î

å

Î

-=

NQ
Mj

R
Mr

)
i

1(
ijr

â q .

Количество занятых на предприятии t
iĥ  представляет

собой функцию от времени, которая рассчитывается по
методике, излагаемой в подразделе 3.8. При этом коли-
чество работников может превышать их количество, не-
обходимое в данный момент времени, поскольку в связи
с предполагаемым расширением производственной
мощности за счет перепрофилирования других предпри-
ятий или нового строительства на рассматриваемое
предприятие направляются дополнительные трудовые
ресурсы для их последующего переобучения и использо-
вания после расширения производственной мощности.

Потребное в момент времени t  количество занятых,

обозначаемое через t
ih~  должно удовлетв. соотношению

i
t
ipt

ih~ x£ .

Если это неравенство выполняется, то количество

занятых принимается равным t
iĥ . В противном случае

количество занятых принимается равным t
ih~

i
t
ipt

ih~ x= . (3.2)

При этом соответственно изменится объем закладки,
который обозначим через t

ix~

i

t
ih~it

ix~
q

m
= . (3.3)

После того, как определено фактическое количество
занятых на предприятиях, надо рассчитать затраты
промежуточной продукции. Обозначим через необходи-
мые t

ijrv̂  затраты на i -м предприятии промежуточной

продукции r -го типа, выпускаемой на j -м предприятии

NQMj Î , RMr Î , где RM  – множество продуктов, вы-

пускаемых предприятиями множества NQM . Эти за-

траты соответствуют определенному выше объему за-
кладки, которые вычисляются по формуле

ijrât
ix~t

ijrv̂ = , NMi Î , NQMj Î , RMr Î . (3.4)

Поскольку эти затраты ограничены имеющимися на
предприятии запасами промежуточной продукции, то
необходимо проверить выполнение неравенств
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t
ijrVt

ijrv̂ £ .

Если эти неравенства выполняются, то объем за-

кладки принимается равным величине t
ix~ . В против-

ном случае вычисляем величины t
ijrvD равные

t
ijrVt

ijrv̂t
ijrv -=D .  (3.5)

Величина закладки для любых индексов должна
удовлетворять соотношению (3.4), поэтому должна
определяться как минимальное значение из чисел,
равных частному от деления t

ijrvD  на ijrâ

ijrˆ

t
ijrv

r,j
mint

ix
a

D
=

) .

Выполнив преобразования этого выражения с уче-
том соотношений (3.3)-(3.5) получим

ijrˆ

t
ijrV]i

t
ip,t

iĥmin[
i
i

ijrâ

r,j
mint

ix
a

x
q

m
-

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

=
) . (3.6)

Теперь необходимо сформулировать уравнение для
количества промежуточной продукции на предприятии в
момент времени t , поскольку конечная продукция вы-
бывает из производственного цикла, а промежуточная
продукция доставляется на склады предприятий, где
она будет использоваться в качестве исходной при за-
кладке производственных циклов на этих предприятиях.
Дальнейший путь оборудования рассмотрен в разделах
(3.4); (3.5) при решении задач расчета потребных объе-
мов оборудования и сроков его монтажа на перепрофи-
лируемых и вновь строящихся предприятиях.

Ранее была введена величина t
ijrV  запасов на i -м

предприятии промежуточной продукции r -го типа, вы-
пускаемого на j -м предприятии и t

ijrV  их расход на

t -м шаге. Теперь надо составить уравнение для рас-

чета величины t
ijrV  на каждом t -м шаге по времени.

Обозначим через t
ijrV̂  количество отгруженной про-

межуточной продукции r -го типа с j го предприятия
на i -е предприятие на текущем шаге. Тогда состояние
запасов на i -ом предприятии продукции r -го типа,
выпускаемого j -м предприятием в )1t( + -й момент
времени определяется уравнением

ijrt
ijrV̂t

ijrvt
ijrV1t

ijrV
t-

+-=+ ,  (3.7)

где ijrt  – время доставки партии продукции r -го

типа j -го предприятия на i -е предприятие.

Величина t
ijrV̂  рассчитывается на основе величины

t
ix  валового выпуска i -го предприятия в момент вре-

мени t  и коэффициентов затрат на i -м предприятии

промежуточной продукции r -го типа, выпускаемой j -м
предприятием

ijr
t
ixt

ijrV̂ a= ,

где jira  – коэффициент материальных затрат про-

дукции r -го типа, выпускаемой i -м предприятием,
приходящихся на единицу валового выпуска j -го
предприятия.

Уравнение (3.6) рекуррентное, т.е. состояние запасов в
последующий момент времени определяется исходя из
предыдущего состояния. Поэтому нужно знать началь-
ные запасы в момент 0t = . Эти запасы по предприятиям
можно оценить на основе статистических данных за пре-
дыдущие годы. Обозначим объем запасов i -го предпри-
ятия в начальный момент реализации заданного проекта
через 0

jV . Поскольку в объемы запасов может быть

включено незавершенное производство и запасы собст-
венной продукции, то их нужно исключить. Пусть ijrz  –

доля запасов промежуточной продукции на i -м предпри-
ятии r -го типа, выпускаемой на j -м предприятии в на-
чальный момент времени. Тогда величину запасов про-
межуточной продукции на i -м предприятии r -го типа,
выпускаемой на j -м предприятии в начальный момент
времени можно вычислить по формуле

0
jVijr

0
ijrV z= .

3.3. Модель выпуска конечной,
промежуточной продукции и
оборудования

В предыдущем разделе была изложена модель для
вычисления на каждом шаге по времени динамическо-
го процесса закладки для последующего выпуска ко-
нечной и промежуточной продукции. Собственно вы-
пуск определяется на основе закладки из расчета дли-
тельности технологического цикла производства той
или иной продукции. Продукция с низкой стоимостью
единичного образца обычно имеет короткий цикл про-
изводства, а продукция с высокой стоимостью единич-
ного образца чаще всего требует более длинного цик-
ла производства.

В процессе расчетов на динамической модели стои-
мостные показатели требуется переводить в натураль-
ные. Это необходимо потому, что измерение конечной
продукции в стоимостной форме не дает представления
о масштабах производства конечной продукции в нату-
ральных единицах. Кроме того, представление проме-
жуточной продукции в стоимостных единицах не позво-
ляет моделировать ее доставку, хранение на складах и
т.д. Для продукции с высокой стоимостью единичного
образца перевод в натуральные единицы нужен также
для того, чтобы моделировать производственный цикл,
когда выпуск продукции осуществляется через опреде-
ленное время после закладки образца.

Примем допущение, что выпуск продукции предпри-
ятиями осуществляется партиями через дискретные
промежутки времени, размер которых определяется
темпом закладки. Под партией будет пониматься ко-
личество единиц продукции, которую целесообразно
или возможно отгружать заказчикам. Стоимость и ко-
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личество единиц в партии зависит от вида продукции,
выпускаемой предприятием и определяется экспертно
для каждого предприятия и вида продукции.

Тогда отгрузка продукции в объемах, равных стои-
мости партии будет определяться в дискретные мо-
менты времени irt , определяемые условием

irY
ir

tt

1t
NQ

Mj
ijr

x =å

=

=

å

Î

) ; NIiÎ ; RMlÎ ,

где

RM  – множество видов продукции, выпускаемых на
предприятиях;

irY  – объем партии продукции в стоимостном выра-
жении.

Объем отгрузки партии продукции r -го типа, выпус-
каемой на i -м предприятии в момент времени t , обо-

значаемый через t
irY  будет равен

irYt
ir

t
irY d= ,

где 1t
ir =d  при irtt =  и 0t

ir =d  при irtt ¹ .

Теперь выпущенную валовую продукцию надо рас-
пределить по составляющим элементам: промежуточ-
ную продукцию, поставляемую другим предприятиям,
оборудование для обеспечения перепрофилирования
предприятий и нового строительства и конечную про-
дукцию для населения. Предположим следующие при-
оритеты этого распределения: в первую очередь вы-
деляется промежуточная продукция, затем оборудо-
вание для перепрофилирования и в последнюю
очередь конечная продукция для населения. Объем
промежуточной продукции складывается из двух вели-
чин. Первая величина, обозначаемая через t

iŵ , пред-
ставляет собой объем промежуточной продукции для
предприятий множества NM , который определяется
исходя из валового выпуска продукции предприятий и
коэффициентов прямых затрат ija

å

Î

=

N
Mj

ij
t
i

Yt
iŵ a .

Вторая величина, обозначенная в первой части ста-

тьи через t
iw , представляет собой экзогенно зада-

ваемые поставки промежуточной продукции на пред-
приятия множества QM . Обозначим через t

iY общую

величину выпуска продукции на i -м предприятии

å

Î

=

Q
Mr

t
ir

Yt
iY .

Тогда оставшийся после вычитания промежуточной
продукции объем выпуска, обозначаемый через t

iŶ ,
будет равен

t
iwt

iŵt
iYt

iŶ --= .

Предприятия, выпускающие конечную продукцию,
можно разделить на три группы. В первую входят пред-
приятия, выпускающие только конечную продукцию для
населения, во вторую входят предприятия, выпускаю-
щие только оборудование для оснащения предприятий
и в третью группу входят предприятия, выпускающие
как конечную продукцию для реализации населению,
так и для предприятий. В первом и втором случае ко-
нечная продукция в размере t

iŶ отгружается по назна-

чению, а в третьем случае требуется ее распределить
по назначению. Однако если учесть, что целью реали-
зации заданного проекта является достижение макси-
мума интенсивности производства конечной продукции
в конце периода реализации проекта, то, следователь-
но, для ее достижения нужно максимально быстрее
увеличить производственные мощности и, значит, в
первую очередь надо производить оборудование для
оснащения перепрофилируемых и новых предприятий и
цехов. Поэтому на предприятиях третьей группы до мо-
мента полного оснащения перепрофилируемых и новых
предприятий должно выпускаться только оборудование
для предприятий.

Момент завершения выпуска на всех предприятиях
оборудования r -го типа, обозначаемый через f

rt , оп-
ределяется исходя из потребностей в оборудовании для
перепрофилируемых и новых предприятий, методика
расчета которых представлена в предыдущих разделах.
Потребность в оборудовании r -го типа составляется из
оборудования, необходимого для перепрофилирования
предприятий и оборудования для оснащения новых це-
хов и предприятий. Первое слагаемое, обозначаемое
через rFD , вычисляется посредством суммирования по
всем перепрофилируемым предприятиям

å

Î

å

Î

=

F
Mk

D
Mi j

rki
FrF DD .

Второе слагаемое, обозначаемое через c
rFD , рас-

считывается посредством суммирования элементов
матрицы c

rkiFD

å

Î

å

Î

=

F
Mk

C
Mi

c
rki

Fc
rF DD ,

где CM  – множество вновь строящихся предприятий

(цехов).

Время f
rt  вычисляется из соотношения

å

=

å

Î

+=

f
ir

t

1t
F

Mi

c
r

F
r

F
t
ir

Ŷ DD .

3.4. Модель монтажа оборудования на
перепрофилируемых предприятиях

Перечень предприятий, которые требуется перепро-
филировать под выпуск продукции других предприятий
определяется при решении статической оптимизаци-
онной задачи во второй части статьи. В этой части
рассчитывается матрица
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ijpD , DMi Î , PMjÎ ,

где

DM  – множество индексов перепрофилируемых
предприятий (доноров);

PM  –  множество индексов предприятий (реципиен-
тов), производственные мощности которых увеличива-
ются за счет перепрофилируемых предприятий-доноров.

Элемент этой матрицы представляет собой произ-
водственную мощность i -го предприятия, которую
требуется перепрофилировать под выпуск продукции
j -го предприятия. В этом же разделе вычисляются

объемы оборудования, которое необходимо устано-
вить на перепрофилируемых предприятиях. Эти объе-

мы определяются 2-х мерным массивом
jkiFD .

Элементы этого массива показывают общую стои-
мость оборудования, выпускаемого k -м предприяти-
ем, имеющегося на i -м предприятии после проведе-
ния его перепрофилирования под выпуск продукции
j -го предприятия.
В данном разделе моделируется динамика процесса

монтажа оборудования на перепрофилируемых пред-
приятиях. Во второй части статьи предполагалось, что
оборудование, выпускаемое предприятиями для пере-
профилирования производственных мощностей, рас-
сматривается как монопродукт. При расчете динамики
процесса монтажа оборудования целесообразно учи-
тывать его более детально в виде набора типов обо-
рудования, выпускаемого предприятиями. Для этого

надо трансформировать матрицу
jkiFD .

Введем элемент 3-х мерного массива
jrkiu , пред-

ставляющий собой долю оборудования r -го типа, вы-
пускаемого на k -м предприятии, которое нужно уста-
новить на i -м предприятии, перепрофилируемом под
выпуск продукции j -го предприятия.

Обозначим через
jrkiFD  элемент 3-х мерного мас-

сива, представляющий стоимость оборудования r -го
типа, выпускаемого на k -м предприятии, которое не-
обходимо установить в процессе перепрофилирования
i -го предприятия под выпуск продукции j -го пред-
приятия. Этот элемент вычисляется по формуле

jkiF
jrkijrkiF DuD = .

Темпы и сроки монтажа оборудования зависят от ин-
тенсивности проведения этих работ. Обычно монтаж
оборудования осуществляется теми же предприятия-
ми, которые выпускают это оборудование. Поэтому
можно считать, что часть занятых на предприятиях
специализируется на установке, стоимость которой
входит в общую стоимость оборудования.

Обозначим через rkc  производительность установки

оборудования r -го типа выпускаемого на k -м пред-
приятии. Эта величина представляет собой стоимость
оборудования, которое может быть установлено в еди-

ницу времени. Производительность установки оборудо-
вания можно рассматривать, условно говоря, в качестве
производственной мощности по монтажу оборудования.
Данные по стоимости устанавливаемого за единицу
времени оборудования определяются на основе эконо-
мического анализа деятельности конкретных предпри-
ятий, выпускающих и устанавливающих свое оборудо-
вание. Поскольку поставщик может устанавливать обо-
рудование одновременно у нескольких заказчиков, то
нужно распределить по ним условную общую производ-
ственную мощность по установке оборудования. Допус-
тим, что распределение общей производственной мощ-
ности между перепрофилируемыми предприятиями
пропорционально количеству устанавливаемого обору-
дования и работы выполняются одновременно на всех
предприятиях после поставки оборудования. Обозна-
чим через rki jc  производительность установки обору-

дования r -го типа выпускаемого на k -м предприятии,
которое устанавливается на i -м предприятии, пере-
профилируемом под выпуск продукции j -го предпри-
ятия. Эта величина рассчитывается по формуле

å

Î

å

Î

å

Î

=

D
I

j
i

F
Ik

P
Ir

rki j
F

rki jF

rkcrki jc
D

D
,

где

DI  – множество индексов перепрофилируемых
предприятий;

FI  – множество индексов предприятий, выпускаю-
щих оборудование;

PI  – множество типов оборудования.

Производительность установки оборудования rki jc

является величиной потенциальной и реализуется толь-
ко в том случае, если все необходимое оборудование
уже доставлено на перепрофилируемое предприятие.
Реальная интенсивность на каждом шаге по времени t ,

обозначаемая через t
jrkic  зависит от текущих запасов

оборудования. Обозначим через t
jrkiF  запасы оборудо-

вания r -го типа, выпускаемого на k -м предприятии, ко-
торое устанавливается на i -м предприятии, перепрофи-
лируемом под выпуск продукции j -го предприятия.

Эти запасы в момент времени 1t +  определяются из
уравнения

jrkit

jrkiFt
jrkift

jrki
1t
jrki

t
FF

-
+-=+ ,

где t
jrkif  – передача в монтаж на i -м предприятии,

перепрофилируемом под выпуск продукции j -го пред-
приятия, оборудования r -го типа выпускаемого на k -м
предприятии;

jrkit

jrkiF
t-

 – количество поступившего на i -е пред-

приятие, перепрофилируемое под выпуск продукции
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j -го предприятия, оборудования r -го типа, выпус-
каемого на k -м предприятии;

jrkit  – время транспортировки на i -е предприятие,

перепрофилируемое под выпуск продукции j -го пред-
приятия, оборудования r -го типа, выпускаемого k -м
предприятием.

Величину jrkit

jrkiF
t-

можно рассчитать на основе ве-

личины отгрузки партий оборудования, выпускающими
их предприятиями t

rkF , определенной в разделе 3.4 и
пропорций распределения оборудования между пере-
профилируемыми предприятиями. Положим, что объ-
ем отгружаемого оборудования распределяется между
перепрофилируемыми предприятиями пропорцио-
нально объемам, которые необходимо установить. То-
гда величину t

jrkiF  можно рассчитать по формуле

å
Î

å
Î

å
Î

=

DMji FMk
FPMr

F
jrkiF

t
rkFt

jrkiF

jrkiD

D

,

где DM  – множество индексов предприятий пере-
профилируемых предприятий;

FM  – множество индексов предприятий, выпускаю-
щих оборудование;

FPM  – множество индексов типов оборудования.

Величина расхода t
jrkif  в момент времени t  равна

производительности t
jrkic , умноженной на шаг по врем.

tt
jrkict

jrkif D= .

Если на шаге по времени выполняется неравенство
t

jrkitt
jrkic FD £ ,

то производительность установки оборудования мак-
симальна и равна t

jrkif . В противном случае произво-

дительность принимается равной величине t
jrkiF .

Установка оборудования r -го типа, выпускаемого
k -м предприятием, на i -м предприятии, перепрофи-
лируемом под выпуск продукции j -го предприятия
продолжается до тех пор пока общий объем установ-
ленного оборудования не будет равным объему, кото-
рый нужно установить, определяемому величиной

jrkiFD . Этот период, обозначаемый через
jrkit  оп-

ределяется из соотношения

å

=

=
j

rki
t

1t j
rki

F
t

j
rki

ct DD .

Общий период установки оборудования всех типов,
выпускаемых k -м предприятием, на i -м предприятия,
перепрофилируемом под выпуск продукции j -го
предприятия, обозначаемый через

jit  будет равен

jrkit
k,r

max
jit = .

В этот момент перепрофилирование считается за-
конченным и предприятие включается в режим произ-
водства продукции j -го предприятия по модели ввода
в действие производственных мощностей.

3.5. Модель строительства новых
цехов и предприятий

Расчет объемов и динамики строительных работ не-
обходим в том случае, если ранее установлена необхо-
димость сооружения новых предприятий или цехов.
Кроме того, расчет объемов и динамики строительных
работ может использоваться и для расчета объема и
темпов строительных работ при моделировании пере-
профилирования предприятий. Строительство зданий и
сооружений могут осуществляться несколькими строи-
тельными предприятиями, каждое из которых может
вести строительство на нескольких объектах.

Пусть ранее по результатам расчетов определено,
что требуется построить дополнительные предприятия
с производственной мощностью lPD  множества

CMl Î . Для моделирования строительства сначала

необходимо определить объемы строительных работ.
Обозначим через ls  отношение стоимости зданий и
сооружений на единицу производственных мощностей
l -го строящегося предприятия

lP
lŜ

ls = ,

где lŜ  – стоимость зданий и сооружений строящего-

ся предприятия с производственной мощностью lP .

Тогда для l -го предприятия множества СM  с произ-

водственной мощностью lPD  надо построить здания и
сооружения в объеме

lPlslS DD = .

Предположим, что строительство всех новых предпри-
ятий начинается одновременно. Обозначим через

cmP производственные мощности строительных пред-
приятий, где SMmÎ , SM  – множество строительных

предприятий. Теперь нужно распределить строительные
объекты lSD , CMl Î  по строительным предприятиям с

мощностями c
mP . Для минимизации сроков строительст-

ва целесообразно максимально загрузить мощности
строительных предприятий. Логично также допустить, что
каждое строительное предприятие может выполнять
строительные работы на целом числе объектов.

Суммарный объем строительных работ, обозначае-
мый через SD  равен
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å

Î

=

C
Ml

l
SS DD .

Обозначим через q  период времени строительства.
Частное от деления величины SD  на q  представляет
собой общую мощность строительных предприятий,
необходимую для завершения строительных работ на
всех объектах за время q  при условии, что все строи-
тельные предприятия будут полностью загружены.

Общая мощность имеющихся строительных пред-
приятий, обозначаемая через СP , равна

å

Î

=

S
Mm

c
m

PCP .

Тогда минимальный период времени строительства
при идеальном распределении объектов по строи-
тельным предприятиям можно рассчитать по формуле

CP
SD

q = .

Предположение о том, что строительные работы на
всех объектах завершаются одновременно означает,
что интенсивность строительных работ должна быть
одинаковой на всех объектах. Это будет в том случае,
когда объекты равномерно распределяются по строи-
тельным предприятиям. Учитывая, что на каждое
строительное предприятие распределяется целое чис-
ло объектов, такое событие маловероятно. Равномер-
ное распределение объектов по строительным пред-
приятиям означает, что все объекты строятся с интен-
сивностью, пропорциональной объемам строительных
работ на объектах. Чтобы найти наиболее равномерное
распределение, необходимо решить следующую экс-
тремальную задачу. Найти такое распределение объек-
тов по строительным предприятиям, чтобы отклонение
от равномерного распределения, характеризуемого пе-
риодом времени q  было минимальным.

Данная задача представляет собой задачу о разбие-
нии множества CM  на подмножества c

mM , SMmÎ та-

ких, что CMc
mM =È  и 0c

kMc
mM =Ç  для SMk,m Î .

С каждым m связана стоимость mc , равная

c
mP

lS
mc

D
q -= .

Требуется найти такое разбиение множества CM  на

подмножества c
mM , SMmÎ , чтобы минимизировать

общую стоимость C
å

Î

=

C
Mm

m
cC .

Эта задача нелинейная, т.к. требуется определить
неизвестное семейство подмножеств c

mM . Один из

способов приведения этой экстремальной задачи к ли-
нейной состоит в переформулировании ее в терминах
задачи целочисленного бинарного программирования.

Введем бинарную матрицу 1,0lmx = ,
где

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

ÎÎÏ

Î
=

.
C

Ml
S

Mm
c

m
Ml0

;
c

m
Ml,1

lmx

Целевую функцию в этом случае можно записать
в виде:

å

Î

å

Î

-=

S
Mm c

m
Ml

c
m

P

l
S

lm
xC

D
q .

Теперь можно сформулировать математическую за-
дачу целочисленного линейного программирования на
основе бинарной переменной – матрицы lmx : найти

матрицу *
lmx , которая минимизирует стоимость раз-

мещения C при условии
å

Î

å

Î

=

C
Ml

C
Mm

C
m

lm
x ,

где Cm  – общее количество строительных объектов.

Сформулированная задача целочисленного програм-
мирования может быть решена известными методами.
Существует два общих вида алгоритма решения цело-
численных задач [56-57,79]. Алгоритмы первой группы
строятся на основе перебора допустимых решений.
Разрабатываются правила, которые позволяют исклю-
чить значительную часть допустимых решений и при-
вести к оптимальному решению посредством анализа
небольшого числа ситуаций. Ко второй группе относят-
ся алгоритмы отсечения, в которых различными спосо-
бами строятся линейные задачи, оптимальные решения
которых удовлетворяют условиям целочисленности.
При этом предполагается, что построенные линейные
задачи численно хорошо решаются симплекс методом
(методом последовательных приближений).

Строительное предприятие в принципе функциони-
рует подобно другим предприятиям производящим то-
вары. Поэтому для моделирования его динамики при-
меняются те же алгоритмы, что и для других предпри-
ятий, производящих товары, с тем отличием, что
строительное предприятие не выпускает конечной или
промежуточной продукции в обычном смысле. Его ко-
нечным продуктом являются построенные здания и
сооружения. Выпуск конечного продукта, если так
можно выразиться, осуществляется при завершении
строительства. Срок строительства определяется ин-
тенсивностью строительства, которая, в свою очередь,
зависит от текущих запасов строительных материалов,
конструкций и т.д. В разделе 3.4 разработана методи-
ка расчета выпуска предприятием продукции в виде
заданных размеров партий. Аналогично при модели-
ровании деятельности строительного предприятия бу-
дем считать, что на каждом шаге t  при строительстве
предприятий из множества CM  осваиваются строи-

тельные работы в объеме t
cly . Тогда считая, что
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строительство начинается одновременно с началом
реализации заданного проекта по созданию производ-
ственных мощностей, срок завершения строительства,
обозначаемый через e

clt  определяется из условия

å

=

=

e
cl

t

1t
l

S
t
cl

y D .

Следует отметить, что при расчете объемов и дина-
мики строительства новых объектов, они включаются в
список объектов, для которых выпускается оборудова-
ние, распределяются мощности по его установке, соз-
даются запасы оборудования и т.д. Однако в отличие от
перепрофилируемых предприятий, установка оборудо-
вания начинается не с начала строительства, а после
освоения определенного объема строительных работ.
Обозначим для предприятий множества СM  долю

стоимости строительных работ, когда можно начинать
монтаж оборудования через lJ . Тогда момент начала

монтажа оборудования на строящемся l -м предпри-
ятии из множества СM , обозначаемый через b

slt , оп-

ределяется из условия

å

=

=

b
cl

t

1t
l

S
l

t
cl

y DJ .

Объем оборудования, который необходимо устано-
вить на вновь построенных предприятиях, рассчиты-
вается на основе матрицы структуры оборудования на
предприятиях множества СM , рассмотренной во вто-

рой части статьи и обозначаемой через klF . Стол-

бец этой матрицы показывает долю оборудования,
выпускаемого k -м предприятием в общем объеме
оборудования l -го предприятия. Во второй части ста-
тьи приведена методика и способы подготовки исход-
ных данных по расчету этой матрицы. Там было при-
нято допущение, что продукция предприятий пред-
ставляется в виде монопродукта. Также как и для
оборудования, требуемого для перепрофилирования,
необходимо трансформировать матрицу klF  в мат-

рицу с детализацией по видам продукции, выпускае-
мой на одном предприятии.

Введем элемент трех мерного массива c
rklu , пред-

ставляющий собой долю оборудования r -го типа, вы-
пускаемого на k -м предприятии, которое нужно уста-
новить на l -м предприятии, осуществляющем новое
строительство.

Обозначим через c
rklFD  элемент трех мерного мас-

сива, представляющий стоимость оборудования r -го
типа, выпускаемого на k -м предприятии, которое не-
обходимо установить в процессе освоения вновь по-
строенных мощностей l -го предприятия. Этот элемент
вычисляется по формуле

klFc
rkl

c
rklF DuD = .

Момент завершения монтажа оборудования вычисля-
ется по формуле, аналогичной для монтажа оборудова-
ния на перепрофилируемых предприятиях. После того,
как завершено строительство и смонтировано оборудо-
вание, вновь построенные объекты вводятся в строй
производственных мощностей по схеме, изложенной в
разделе расчета динамики производственных мощно-
стей.

3.6. Модель динамики ввода в действие
перепрофилированных и новых
производственных мощностей

Производственная мощность предприятия представ-
ляет собой максимальный объем производства про-
дукции при максимальном использовании фонда ра-
бочего времени на установленном в текущий момент
времени оборудовании и без ограничения на трудовые
ресурсы и материальное обеспечение производства.

Обозначим производственную мощность i -го пред-
приятия t -м шаге периода реализации заданного про-
изводственного проекта через

t
iP , NMiÎ ,

где NM  – множество индексов всех предприятий,
участвующих в реализации заданного проекта.

Производственную мощность предприятия в началь-
ной точке можно рассчитать различными способами.
Конкретный способ расчета определяется тем, какие
исходные данные предоставлены в распоряжение
проектировщиков.

Прирост производственной мощности за счет пере-
профилирования, как функция времени определяется
в результате решения задачи расчета производства,
доставки и монтажа необходимого оборудования.

Прирост производственной мощности за счет нового
строительства, как функция времени определяется в ре-
зультате решения задачи моделирования деятельности
строительных предприятий и предприятий, выпускающих
необходимое оборудование. Моделирование последних
предприятий осуществляется аналогично задаче пере-
профилирования и включает выпуск, доставку и монтаж
оборудования на новых предприятиях, цехах и участках.

В данной модели предполагается, что перепрофили-
рование предприятий и строительство новых предпри-
ятий (цехов, участков) начинается одновременно с на-
чалом реализации производственного проекта. Ввод в
действие перепрофилированных и новых предприятий
можно аппроксимировать различными функциональны-
ми зависимостями. Допустим, что это будет линейная
зависимость. Тогда период освоения будет пропорцио-
нален величине вводимой мощности с коэффициентом
пропорциональности, зависящим от конкретного пред-
приятия. Обозначим этот период через itD  для пере-

профилирования и it̂D  для нового строительства

iPikit DD = , NMiÎ ; lP̂lk̂lt̂ DD = , NMlÎ ,

где

iPD  – величина вводимой производственной мощ-
ности за счет перепрофилирования;

lP̂D  – величина вводимой производственной мощ-
ности за счет нового строительства;
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ik  –  коэффициент ввода мощностей за счет пере-
профилирования;

lk̂  – коэффициент ввода мощностей за счет нового
строительства.

Коэффициенты ik  и lk̂ можно рассчитать на основе
данных о времени ввода производственной мощности
i -го и l -го предприятия в прошлом или на основе экс-
пертных оценок по данным об уже построенных пред-
приятиях. Если известны времена их ввода it

&D  и lt
&&D

и размеры производственных мощностей iP&D  и lP&&D
соответственно за счет перепрофилирования и нового
строительства, то коэффициенты можно рассчитать по
формулам

iP
it

ik
&

&

D

D
= ;

lP
lt

lk̂
&&

&&

D

D
= ; NMi Î , CMlÎ .

Поскольку рассматриваемая задача дискретная по
времени, то на каждом шаге вводится скачкообразно
часть общего прироста. Число шагов освоения, обо-
значаемые для перепрофилирования и нового строи-
тельства соответственно через in  и ln̂ равно

t
it

in
D

D
= ;

t
lt̂

ln̂
D

D
= ; NMi Î , CMl Î ,

где tD  – шаг решения задачи по времени.
На каждом шаге по времени на i -м предприятии и

l -м предприятии будут осваиваться доли общего при-
роста соответственно за счет перепрофилирования и
нового строительства равные частным от деления

iPD  и lP̂D  соответственно на in  и ln̂

in
iP

iP
D

D = ;
ln̂
lP̂

lP̂
D

D = ; NMi Î , CMl Î .

Тогда прирост производственной мощности на i -м
предприятии на каждом шаге периода ввода опреде-
ляются соотношениями

iPt
iP1t

iP D+=+ ; lP̂t
lP̂1t

lP̂ D+=+ ; NMi Î , CMl Î .

Зная начало и конец периода ввода (момент, когда
предприятие построено или проведен полный объем
работ по перепрофилированию), который определяет-
ся в ходе расчетов данной задачи, можно рассчитать и
дату полного ввода в строй производственной мощно-
сти за счет перепрофилирования и нового строитель-
ства соответственно как

it
b
it

e
it D+= ; lt̂

b
lt̂

e
lt̂ D+= ; NMi Î , CMl Î ,

где
b
it  – момент начала ввода в строй производствен-

ной мощности за счет перепрофилирования;
e
it  – момент завершения ввода в строй производст-

венной мощности за счет перепрофилирования;
b
lt̂  – момент начала ввода в строй производствен-

ной мощности за счет нового строительства;

e
lt̂  – момент завершения ввода в строй производст-

венной мощности за счет нового строительства.

3.7. Модель подготовки кадров и
организации труда на предприятиях

Количество занятых на предприятиях при реализации
заданного производственного проекта изменяется в за-
висимости от потребной загрузки производственных
мощностей. Такое изменение осуществляется в первую
очередь за счет перераспределения трудовых ресур-
сов, которое является наряду с наращиванием произ-
водственных мощностей необходимым элементом реа-
лизации заданного производственного проекта. При
реализации крупных проектов структура производства
конечной продукции может претерпевать резкие изме-
нения. На тех предприятиях, где производство будет
увеличиваться, количество занятых также должно воз-
расти. На других предприятиях производство может со-
кращаться, в результате чего возникает избыток рабо-
чей силы. Поэтому естественно использовать высвобо-
дившуюся рабочую силу для использования на
предприятиях с увеличивающимся производством.

Предлагаемая модель динамики перераспределения
трудовых ресурсов и эффективности форм организации
труда базируется на следующем подходе. Пусть из-
вестны объемы увеличения и уменьшения продукции на
предприятиях в итоге реализации производственного
проекта по сравнению с его началом. Это изменение
можно получить из расчетов статических задач, изло-
женных во второй части статьи. Зная трудоемкость про-
изводства на предприятиях до начала и в конце перио-
да реализации производственного проекта, можно оце-
нить потребное количество рабочей силы, необходимое
в конце этого периода.

Затем рассчитывается состав занятых на предпри-
ятиях в разрезе структуры специальностей также по
состоянию на начало и конец периода реализации
экономического проекта. Сравнивая эти составы мож-
но определить избыток и недостаток работников опре-
деленных профессий, который возникнет при реализа-
ции заданного проекта. Для того чтобы восполнить не-
достаток работников дефицитных профессий можно
провести переучивание работников избыточных про-
фессий в дефицитные. Выпуск переобученных работ-
ников и будет определять динамику перераспределе-
ния работников между предприятиями в процессе
реализации заданного производственного проекта.

Исходными данными для данной задачи являются
рассчитанные на основе методик второй части данной
статьи векторы валового выпуска на предприятиях в
начале – b

ix  и в конце e
ix  ( N,1i = ) периода реали-

зации заданного производственного проекта, где N  –
число предприятий, участвующих в его реализации.

Тогда количество занятых на предприятиях в начале
и конце периода b

iH , e
iH выражается в виде векторов

b
ixb

i
b
iH x= ; e

ixe
i

e
iH x= ; N,1i = ,

где b
ix , e

ix  – трудоемкости производства продукции

на предприятиях в начале и конце периода реализа-
ции производственного проекта.
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Пусть занятые распределены по L  специальностям и
структура занятых на предприятиях в разрезе этих спе-
циальностей (доля занятых на i -м предприятии с I -й
специальностью) в начале и конце периода реализации
заданного производственного проекта выражается со-

ответственно матрицами b
ilb , e

ilb . Положим, что L -я

специальность – это вид деятельности, который не тре-
бует никакой квалификации. Тогда все виды деятельно-
сти будут представлены принятой структурой специаль-
ностей и состав занятых по специальностям в начале и
конце периода реализации заданного производственно-

го проекта можно выразить в виде матриц b
ilH , e

ilH ,

которые определяются соотношениями
b
iHb

ilbb
ilH = ; e

iHe
ilbe

ilH = ; N,1i = , L,1l = .

Обозначим через вектор lh , L,1l =  количество лиц

с I -й специальностью, которые заняты на государст-
венной службе. Для увеличения количества занятых
на предприятиях, где производство увеличивается,
используется рабочая сила, высвобождающаяся из
предприятий с уменьшающимся производством. Кроме
того,  сюда можно включить лиц,  не имеющих специ-
альностей и трудовых навыков. Будем считать, что они
приравниваются к работникам из числа занятых дея-
тельностью, не требующей квалификации.

Обозначим через вектор lr  количество дополни-

тельных трудовых ресурсов с I -й специальностью.
Допустим также, что распределение лиц, которые со-
стоят на государственной службе пропорционально
матрице структуры профессиональной занятости на
предприятиях в конце периода реализации заданного
производственного проекта. Такое распределение по-
зволяет максимально уменьшить диспропорцию в
профессиональной структуре в ходе реализации за-
данного производственного проекта. Тогда количество
лиц с I -й специальностью в начале периода реализа-
ции проекта с учетом работников, состоящих на госу-
дарственной службе, и имеющихся дополнительных
трудовых ресурсов можно представить в виде вектора

å

=

+-å

=

=
N

1i
l

r
l

e
il

b
N

1i

b
il

Hb
lH h , L,1l = .

Аналогичный вектор в конце периода реализации
проекта имеет вид:

å

=

=
N

1i

e
il

He
lH , L,1l = .

Для того, чтобы осуществить перераспределение
трудовых ресурсов, необходимо предварительно оп-
ределить, какие специальности будут в избытке, а ка-
ких будет не хватать в конце периода реализации за-
данного проекта. Для этого определим разность век-
торов профессиональной занятости в начале и конце
периода реализации производственного проекта. Обо-
значим эту разность через lHD ,

e
lHb

lHlH -=D , L,1l = .

Если все компоненты вектора lHD  неотрицательны,
то профессиональный состав трудовых ресурсов в на-
чале реализации проекта с учетом занятых на госу-
дарственной службе и привлечения дополнительных
трудовых ресурсов обеспечит необходимую занятость
в конце реализации заданного проекта. В противном
случае, т.е. если среди компонентов вектора lHD
имеются отрицательные значения, работников этих
специальностей будет не хватать в конце периода
реализации производственного проекта. При этом ка-
тегории работников, определяемых положительными
компонентами вектора lHD  будет в избытке и их мож-
но переучивать на дефицитные специальности.

При проведении переучивания этот процесс целесооб-
разно организовать так, чтобы как можно быстрее во-
влечь в производство новых работников. Это означает,
что суммарное время переучивания всех избыточных ра-
ботников должно быть наименьшим. Для решения этой
задачи необходимо найти оптимальную схему переучива-
ния, т.е. определить, работников каких избыточных спе-
циальностей, на какие дефицитные специальности и в
каком количестве наиболее целесообразно переучивать.

Обозначим через матрицу mnd  время переучива-
ния из m -й специальности в n -ю специальность,

L,1n,m = , а через матрицу mnz  количество лиц с
m -й специальностью, которых целесообразно пере-
учивать в n -ю специальность при оптимальной схеме
переучивания, т.е. при минимуме затрат общего време-
ни. Тогда целевую функцию оптимизационной задачи
переучивания можно представить в следующем виде:

å

=

å

=

®
L

1m

L

1n
min

mnmn
d z .  (3.8)

Искомой величиной в этой задаче является матрица

mnz . Для окончательного формулирования оптими-
зационной задачи необходимо сформировать ограни-
чения на искомую матрицу. Этими ограничениями
служат векторы +

lHD  и -
lHD , которые определяются

из условий

lHlH DD =+ , L,1l = ,

если 0H ³D ;

lHlH DD =- , L,1l = ,

если 0H <D .
Вектор +

lHD  служит ограничением на количество из-

быточных переучиваемых работников, а вектор -
lHD  –

ограничение на количество переученных работников де-
фицитных специальностей. Эти ограничения записыва-
ются в следующем виде:

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

ý

ü

å

=

=
-

£

å

=

=
+

£

L

1m

.L,1n,
n

H
mn

L

1n

;L,1m,
m

H
mn

Dz

Dz

 (3.9)
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Тогда исход переучивания трудовых ресурсов можно
представить как результат решения следующей опти-
мизационной задачи: найти минимум целевой функции
(3.8) при ограничениях (3.9). В результате решения
этой задачи можно определить не только конечный
итог переучивания, но и динамику этого процесса.
График динамики можно построить следующим спосо-
бом. Заметим сначала, что переучиваемые работники
заканчивают курс обучения в разное время в соответ-
ствии с длительностью обучения, определяемого мат-
рицей mnd , при условии, что переучивание всех ра-

ботников начинается одновременно.
Отложим на графике по оси абсцисс от нуля отрезки,

равные значениям матрицы mnd . Тогда последова-
тельность точек, определяемых правыми концами этих
отрезков, будет представлять собой последователь-
ность моментов времени, в которых возможен выпуск
переученных работников. Те точки этой последователь-
ности, которым соответствуют ненулевые элементы
матрицы mnd  решения оптимизационной задачи
(3.8); (3.9), будут представлять собой моменты времени
выпуска очередной группы переученных работников.

На оси ординат будем откладывать в точках выпуска
численные значения переученных работников дефи-
цитных специальностей нарастающим итогом. В ре-
зультате получим график зависимости от времени вы-
пуска переученных работников, которые могут быть
вовлечены в процесс производства. Обозначим через
индекс t  момент выпуска, а через вектор t

lh  количе-
ство обученных к этому моменту времени работников
j -й специальности (нарастающим итогом).
Обученные работники должны быть распределены

по предприятиям. Целесообразно организовать такое
их распределение так, чтобы максимально прибли-
зиться к профессиональной структуре занятости, соот-
ветствующей концу периода реализации заданного
производственного проекта, определяемого матрицей

e
ijb . Сформулируем эту задачу.

Профессиональный состав занятых на предприятиях
в период реализации заданного производственного
проекта складывается из двух слагаемых. Первое сла-
гаемое представляет собой ту часть работников, кото-
рые остаются на своих местах в ходе реализации про-
екта или переходят из других предприятий без пере-
обучения. Второе слагаемое – это приходящие на
производство переученные работники дефицитных
специальностей. Вновь прибывающие работники
должны адаптироваться к новым условиям работы.
Это требует отвлечения части постоянного состава
для оказания помощи в адаптации новых работников.

Допустим, что для адаптации работников I -й специ-
альности от производства отвлекается доля кадровых

работников, определяемая вектором t
lJ . Этот вектор

зависит от времени и к концу периода реализации за-
данного производственного проекта уменьшается до
нуля. Тогда профессиональный состав занятых на
предприятиях в каждый момент времени можно пред-
ставить в виде следующей зависимости:

t
ilh)t

l1(ilHt
ilH +-= JD ,

где ilHD  – матрица, определяющая первое сла-

гаемое профессионального состава;
t
lJ  – вектор, определяющий долю работников из

первого слагаемого, отвлекаемых для оказания помо-
щи в адаптации вновь поступивших работников;

t
ijh  – матрица, определяющая распределение пе-

реученных работников I -й специальности на i -е
предприятие в t -й момент времени.

Матрица ilHD  вычисляется следующим способом.
Предварительно вычисляется вспомогательная мат-
рица ilHD  как разность матриц

e
ilHlqe

ilbb
ilHilH --=D .

Элементы искомой матрицы ilHD  определяются из
условия

e
ilHilH =D ,

если 0ilH ³D ;

e
ilpb

ilHilH -=D ,

если 0ilH <D .

Элементы матрицы t
ilh  состоят из двух слагаемых.

Одно из них выражает количество распределяемых по
предприятиям дополнительных ресурсов t

ilĥ , другое –

количество распределяемых в t -й момент времени

переученных работников t
ijh~

t
ilh~t

ilĥt
ilh += .

Таким образом, переменными величинами в форму-
лируемой оптимизационной задаче являются матрицы

t
ilĥ  и t

ilh~ . Для них необходимо записать ограничения.

Для матрицы t
ilĥ  ограничение определяется вектором

lr , определяющим дополнительные трудовые ресурсы

в разбивке по специальностям, а для матрицы t
ilh~  –

вектором t
lh , выражающим количество переученных

работников I -й специальности в t -й момент времени.
Эти ограничения можно записать в следующем виде:

å

=

å

=

£
T

1t

N

1i
l

r
t
il

ĥ ; (3.10)

å

=

å

=

£
T

1t

N

1i

t
l

h
t
il

h~ , (3.11)

где T  – момент окончания процесса переучивания,
определяемый в результате решения оптимизацион-
ной задачи (3.8); (3.9).



Романов Б.А. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РЕАЛИЗАЦИИ ПРОИЗВОДСТВЕННОГО ПРОЕКТА

35

Критерием оптимального распределения работников
по предприятиям является минимум отклонения про-
фессиональной структуры предприятий в начале пе-
риода реализации производственного проекта от этой
структуры в конце периода реализации проекта. В
конце этого периода профессиональная структура оп-
ределяется матрицей e

ilb . Текущее значение этой

матрицы в ходе реализации производственного проек-

та, обозначаемое через t
ilb , определяется из матри-

цы t
ilH  нормированием последней по строкам (пред-

приятиям) на единицу. Элементы матрицы t
ilb  вы-

числяются по формуле

å

=

= L

1l

t
il

H

t
ilHt

ilb , N,1i = , L,1l = .

Отклонение профессиональной структуры предпри-
ятий в начале периода реализации производственного
проекта от этой структуры в конце периода реализа-
ции проекта можно представить в виде модуля или

квадрата разности величин t
ilb и e

ilb . Тогда крите-

рий (целевую функцию) рассматриваемой оптимиза-
ционной задачи можно записать в следующем виде:

å

=

å

=

å

=

®-
T

1t

N

1i

L

1l
min

2
)

e
il

b
t
il

b( . (3.12)

Окончательно оптимизационная задача распределе-
ния работников по предприятиям формулируется в
следующем виде: найти минимум целевой функции
(3.12) при ограничениях (3.10); (3.11). Решением этой
задачи является матрица t

ilH , представляющая собой

текущую занятость на предприятиях по профессио-
нальному составу в момент времени t  периода реа-
лизации заданного производственного проекта.

Если предприятия в период реализации производст-
венного проекта полностью обеспечены материальны-
ми ресурсами, то динамика выпуска продукции опреде-
ляется текущей занятостью на предприятиях. Однако,
ввиду несбалансированности занятых на предприятиях
по профессиональной структуре до окончания периода
реализации производственного проекта, отдача от них в
этот период не будет полной. Приближенно влияние
диспропорции в профессиональной структуре занятости
на выпуск продукции можно представить так, что в каж-
дый момент времени будут заняты не все работники, а
только их сбалансированная часть в пропорциях, опре-

деляемых матрицей e
ilb .

Обозначим эту часть занятых на i -м предприятии в

t -й момент времени через вектор t
is .

Этот вектор можно определить следующим способом.
Вычислим предварительно вспомогательную матрицу

t
ilHD  как разность матриц

t
ilHe

ilHt
ilH -=D .

В каждой строке этой матрицы находим максималь-
ный элемент. Исходя из этих элементов определяются

компоненты вектора t
is  по формуле

t
ib~

t
iH~t

is = ,

где
t
iH~  – элемент i -й строки матрицы t

ijH , для которого

соответствующий элемент матрицы t
ilHD  имеет мак-

симальное значение;
t
ib~  – элемент i -й строки матрицы t

ilb , для которого

соответствующий элемент матрицы t
ilHD  имеет мак-

симальное значение.
После того как вычислен вектор t

is , окончательно

получаем, что искомая матрица профессионального
состава предприятий, сбалансированного для выпуска
максимального объема продукции в t -й момент вре-
мени, определяется по формуле

e
ilbt

ist
ilĤ = .

Суммируя значения матрицы t
ilĤ  по индексу I , т.е. по

специальностям, получаем количество фактически за-
нятых на предприятиях как функцию времени (индекс
t ) в период реализации производственного проекта

å

=

=
L

1l

t
il

Ĥt
ih .

Величина t
ih  представляет собой максимальное ко-

личество занятых на i -м предприятии в t -й момент
времени и используется в задаче расчета динамики
производства как ограничение на выпуск конечной
продукции в период реализации заданного производ-
ственного проекта.

Выводы
В предложенной методике решения общей динамической

многокритериальной оптимизационной задачи 1-23, сформу-
лированной в части 1 осуществляется её декомпозиция на ста-
тическую и динамическую. В статической задаче решается про-
блема многокритериальности, а также находится оптимум це-
левой функции в конечной точке по времени реализации
заданного проекта. В последней задаче определяются основ-
ные параметры оптимального управления, т.е. реализуется
оптимальная стратегия управления.

В третей части статьи выполнено моделирование и оптими-
зация динамики производственных процессов при реализа-
ции заданного производственного проекта, в том числе моде-
лирование затрат на закладку производимой продукции, мо-
делирование выпуска конечной, промежуточной продукции и
оборудования, моделирование монтажа оборудования на пе-
репрофилируемых предприятиях, моделирование строитель-
ства новых предприятий, моделирование динамики ввода в
действие перепрофилированных и новых производственных
мощностей, моделирование подготовки кадров и организации
труда на предприятиях. В динамической модели рассчитыва-
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ется траектория точки процесса в фазовом пространстве на
основе принципа оптимального управления. Решение динами-
ческой оптимизационной модели получено методом динамиче-
ского программирования. Целевой функцией данной динами-
ческой оптимизационной задачи является время перехода ди-
намического процесса от начальной к конечной толчке,
определяемой решением статической задачи. Ставится задача
достижения минимума времени перехода от начальной к ко-
нечной точке, т.е. задача на быстродействие.

Минимум времени достигается за счет обеспечения макси-
мума интенсивностей производства продукции на предпри-
ятиях. Этот максимум достигается посредством увеличения
производственных мощностей предприятий, которое осуще-
ствляется за счет перепрофилирования избыточных произ-
водственных мощностей предприятий в дефицитные произ-
водственные мощности и за счет строительств новых цехов и
предприятий.

Чтобы обеспечить загрузку перепрофилированных и новых
производственных мощностей необходимо осуществить оп-
тимальное перераспределение и переобучение имеющихся
трудовых ресурсов. Управлениями в данной динамической
задаче являются функции изменения производственных
мощностей предприятий и количество занятых на предпри-
ятиях. Оптимальной стратегией управления является такая
стратегия, при которой достигается минимальное значение
целевой функции.

В динамической задаче осуществляется оптимальное управ-
ление в каждой точке по времени динамического процесса. Для
решения этой задачи динамический процесс формулируется
так, что в каждой точке по времени реализуются такие значе-
ния управлений, которые обеспечивают достижение минимума
целевой функции, т.е. переход в конечную точку в фазовом
пространстве за наименьшее количество шагов по времени.

Максимальные размеры прироста производственных мощно-
стей и потребное количество трудовых ресурсов, определяю-
щие значения выходных параметров модели в конечной точке
динамического процесса определены в статической модели.
Минимальное время наращивания производственных мощно-
стей определяется максимально возможным в каждой точке по
времени выпуском оборудования для расширяющихся произ-
водств за счет максимального выпуска промежуточной продук-
ции для его изготовления, её доставке на предприятия, макси-
мально возможной закладке выпускаемого оборудования с
учетом имеющихся запасов промежуточной продукции и коли-
чества занятых, с учетом времени доставки, при максимально
возможном темпе монтажа и максимально возможном числе
занятых на предприятиях.

Число занятых как функция времени определяется в ре-
зультате решения оптимизационной задачи перераспределе-
ния и переобучения трудовых ресурсов на предприятиях.
Принцип оптимальности применяется и к строительным
предприятиям, которые оптимально распределяются по
строящимся объектам и в которых максимально используют-
ся производственные мощности для строительства новых
объектов. Таким образом, в каждой точке по времени нахо-
дится единственное решение, которое получено на основе
оптимального управления и, тем самым, реализуется прин-
цип оптимальности динамического процесса в целом.

4. РАЗРАБОТКА МЕТОДОВ И СРЕДСТВ
ОРГАНИЗАЦИИ ПРОИЗВОДСТВА В
УСЛОВИЯХ ТЕХНИЧЕСКИХ И
ЭКОНОМИЧЕСКИХ РИСКОВ

4.1. Методика моделирования производ-
ственных процессов в условиях техни-
ческих и экономических рисков

Неопределенность параметров оптимизационных за-
дач, которые сформулированы в результате решения
общей динамической оптимизационной задачи можно

учесть посредством проведения вариантных расчетов с
различными значениями параметров в пределах интер-
валов их неопределенности. Однако это требует боль-
ших затрат времени на проведение расчетов и обработ-
ку результатов и не позволяет делать общие выводы.

Для решения этой проблемы целесообразно попы-
таться найти аналитические зависимости выходных
величин в зависимости от неопределенных парамет-
ров. Это позволит найти новые закономерности ис-
следуемых процессов в условиях неопределенности
параметров и значительно сократить как общие трудо-
затраты на анализ исследуемых процессов, так и за-
траты времени на компьютере.

В соответствии с методом декомпозиции решения
общей динамической многокритериальной оптимиза-
ционной стохастической задачи, изложенной в первой
части статьи, эта задача разделяется на три взаимо-
связанные задачи: детерминированную оптимизаци-
онную многокритериальную нелинейную статическую
задачу, детерминированную динамическую оптимиза-
ционную задачу и стохастическую задачу. В свою оче-
редь детерминированная оптимизационная многокри-
териальная нелинейная статическая задача декомпо-
зируется на несколько детерминированных линейных
однокритериальных взаимосвязанных задач, а детер-
минированная динамическая задача формулируется в
конечно-разностном виде. При этом результаты реше-
ния комплекса детерминированных статических опти-
мизационных задач используются в качестве исходных
данных для решения детерминированной оптимизаци-
онной динамической задачи.

Поскольку стохастичность общей задачи является
следствием неопределенности или случайности значе-
ний её параметров, то соответственно будем рассмат-
ривать под стохастическим углом зрения выделенные
из общей задачи детерминированные статическую и
динамическую задачи. Поэтому будем рассматривать
две группы стохастических задач: применительно к ста-
тической оптимизационной задаче и к динамическим
оптимизационным задачам. Чтобы стохастическая оп-
тимизационная задача была поставлена, необходимо
конкретно определить целевую функцию и случайные
параметры. Что касается динамической оптимизацион-
ной задачи, которая представляет собой динамический
процесс с управлением, то и здесь также надо конкрет-
но определить вид процесса и его случайные свойства.
В следующих разделах будут приведены постановки
стохастических задач применительно к некоторым ча-
стным статическим оптимизационным задачам и дина-
мической задаче.

Результаты решения этих задач используются для
корректировки постановки и решения детерминирован-
ных статической и динамической задач. Поскольку для
оценки неопределенности или случайности параметров
общей задачи нет достаточной статистической основы,
то целесообразно проводить вариантные решения сто-
хастических задач для определения наиболее вероят-
ных корректировок детерминированных задач.

4.2. Стохастическая статическая
оптимизационная модель

Рассмотрим статическую оптимизационную однокри-
териальную модель (2.1) из второй части статьи
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Эта модель отличается от модели 1-23 тем, что в пра-
вой части уравнения 1 конечная продукция представле-
на в виде одного фиксированного вектора. Неизвестны-
ми величинами в этой модели являются скаляр a  и век-
тор x . Остальные величины, кроме вектора e , это
параметры, в общем случае являющиеся неопределен-
ными. Неопределенность параметров можно трактовать
как случайные величины. Модель (4.1) будем рассмат-
ривать как базовую стохастическую статическую опти-
мизационную задачу. Для этой задачи требуется найти
среднее значение величины a  и ее функцию распреде-
ления, как функцию случайных параметров. Стохастиче-
ская задача подобного типа, но с ограничением только
по производственным мощностям, исследовалась в [24].

Будем считать, что случайными в данной модели мо-
гут быть компоненты векторов p , z , скаляр ĥ  и эле-
менты матриц A и U , которые могут иметь значения в
некоторых заданных интервалах. Тогда при случайной
реализации этих параметров, максимальный объем
производства заданного вектора конечной продукции
определяется из условия:

}ia{
i

minamax += , 1MN,1i ++= ;

( )
( )iBq

iByp
ia -
= , N,1iÎ ;

( )
( )iUBq

iUByẑ
ia -
= , MN,1Ni ++Î ;

( )
( )iBq

iByĥ
ia

x
x-

= , 1MNi ++= .

Обозначим некоторую текущую величину максималь-
ного общего объема производства заданной конечной
продукции через a . Полагая, что все случайные пара-
метры задачи независимы, получим, что величины ia
также независимы и функцию распределения случай-
ной величины a  можно записать в общем виде так [80]:

Õ
++

=

--=
1MN

1i
)]a(

i
F1[1)a(F ,  (4.2)

где )a(iF  – функция распределения случайной ве-

личины ia .

Введем обозначения iaminia =- , iamaxia =+ . Ин-

тервалы от -
ia  до +

ia  представляют собой отрезки, на
которых может реализоваться некоторое случайное
значение величины ia . Упорядочим эти отрезки по воз-

растанию величин -
ia  и заново перенумеруем образо-

вавшуюся последовательность отрезков. Если эти от-
резки перекрывают друг друга, то интервал начиная от

-
ia

i
min до +

ia
i

max  представляет собой отрезок, на ко-

тором может реализоваться случайное значение вели-
чины a . Если для некоторого i  значение -

ia  будет

превосходить значение +
-1ia , то отрезки, начиная с это-

го значения i , можно исключить из рассмотрения, по-
скольку эти отрезки будут отделены от отрезков первой
группы интервалом, на котором случайное значение ве-
личины a  не может реализоваться. Иными словами,
полная группа событий реализуется только на отрезках
первой группы.

Поскольку значения случайных величин ia ,

1MN,1i ++=  распределены на конечных интервалах,
то функцию распределения случайной величины a
можно переписать так:

0 при -< 1aa ;

Õ
=

--=
k

1i
)]a(iF1[1)a(F  при -

+<£- 1kaaka ;

1 при -
+³ 1maa ,

где m  – индекс члена упорядоченной по возраста-
нию и соответственно перенумерованной последова-
тельности }ia{ - , 1M,1i +=  причем

}ia{
i

min1ma +=-
+ .

Математическое ожидание и дисперсия случайной
величины a  вычисляются по формулам:
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a

)a(Fm

1k

1ka

ka
a]a[M

¶
¶

å
=

ò

-
+

-
= ;

da
a

)a(Fm

1k
2])a[M

1ka

ka
a(]a[D

¶
¶

å
=

-ò

-
+

-
= .

В подинтегральных выражениях величину da
a

)a(F
¶

¶

можно записать в виде da
a

)a(F)a(dF
¶

¶ . Тогда эти вы-

ражения можно представить в виде:
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Из интегрального исчисления известно [81]:
ò ò-= da)a(F)a(aF)a(adF .

Используя эту формулу, подставляя вместо )a(F его
выражение из (4.2) и выполнив преобразования получим:
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Рассмотрим два частных случая решения задачи
(4.1). В частном случае 1 1m=  и +=- 1a2a . В частном

случае 2 первые )1m(m >  членов упорядоченной по
возрастанию последовательности }ia{ -  равны между

собой, т.е. -=- 1aia , m,1i =  и, кроме того, +=-
+ 1a1ma .

В частном случае 1 функция распредел. принимает вид:
0 при -< 1aa ;

)a(iF)a(F =  при +<£- 1aa1a ;

1 при +³ 1aa ,

и в частном случае 2:
0 при -< 1aa ;

m)]a(iF1[1)a(F --=  при +<£- 1aa1a ;

1 при +³ 1aa .

Соответственно формулы математического ожидания
и дисперсии случайной величины a  в частном случае 1:
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и в частном случае 2:
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Частный случай 1 соответствует такому состоянию,
когда хотя бы одно ограничение задачи значительно
разбалансировано по отношению к максимизации ко-
нечной продукции в заданном ассортименте, а разброс
параметров так относительно мал, что интервалы пер-
вых двух упорядоченных по возрастанию уровней про-
изводства конечной продукции в заданном ассортимен-
те не пересекаются. Это означает, что интервал рас-
пределения величины a  можно представить на число-
вой оси в виде первого отдельного интервала, который
не пересекается с другими интервалами, что и отраже-
но в приведенных выше формулах для математическо-
го ожидания и дисперсии величины a . В этом частном
случае уже имеет значение, на каких случайных вели-
чинах из ia , m,1i =  реализовался этот интервал.

Частный случай 2 решения задачи (4.1) соответству-
ет такому состоянию, когда ограничения задачи при-
ближенно сбалансированы по отношению к максими-
зации выпуска конечной продукции в заданном ассор-
тименте. При этом разброс параметров таков, что
предельные уровни производства конечной продукции
в заданном ассортименте, соответствующие предель-
ным значениям случайных параметров не сильно от-
личаются одно от другого. Это означает, что случай-
ные значения величины a  распределяются на интер-
вале, который представляет собой наложение m
интервалов, минимальные и максимальные значения,
которых мало отличаются друг от друга. Поскольку ин-
тервалы примерно одинаковые, то в качестве расчет-
ных значений берутся минимальное и максимальное
значения первого интервала, что и отражено в приве-
денных выше формулах для математического ожида-
ния и дисперсии величины a .

Для практических решений условия в частном случае
2 можно рассматривать приближенно. Критерием такого
приближения могут служить отклонения математическо-
го ожидания величин ia . Если математические ожида-

ния случайных величин ia  с индексами m,1i =  при-
ближенно равны между собой, то для того, чтобы этот
случай можно было рассматривать как частный случай
2 необходимо, чтобы выполнялось соотношение:

e£
-

]ia[M

]ja[M]ia[M
; m,1j,i = ; m,1j,i = ,

где
e  – число меньше еденицы, определяющее степень

близости математических ожиданий случайных величин

ia ;

]ia[M  – средняя величина математических ожида-

ний случайных величин ia .
Функция распределения случайной величины a  зави-

сит от вида функций распределения случайной величины

ia , которые, в свою очередь, являются функциями рас-

пределения случайных величин p , ẑ , ĥ , A  и U .
В том случае, когда функции распределения случай-

ных уровней производства конечной ia , m,1i =  тако-

вы, что их среднеквадратические отклонения значи-
тельно меньше интервалов их распределения, можно
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с достаточной точностью считать эти распределения
заданными на положительной полуоси. В этом случае
математическое ожидание и дисперсия случайной ве-
личины a  вычисляются по формулам:

å
=

ò
¥

Õ

¹
=

-=
m

1j 0

m

ji
1i

da)]a(iF1[)a(jaf]a[M ;  (4.3)

å
=

ò
¥

Õ

¹
=

--=
m

1j 0

m

ji
1i

da)]a(iF1[)a(jf2])a[Ma(]a[D ,

где )a(jf  – плотность распределения случайной ве-

личины m,1j,ja = .

Рассмотрим сначала вариант, когда случайными яв-
ляются только величины p , ẑ , ĥ . Пусть эти величины
распределяются на некоторых заданных интервалах,
на концах которых они принимают значения

)ip,ip( +- , N,1i = , )iẑ,iẑ( +- , MN,Ni += , )ĥ,ĥ( +- .

Тогда случайные величины ia  будут распределены

на интервалах с границами )ia,ia( +- , m,1i = ,
где

iaia =-  при -= ipip , -= iẑiẑ , -= ĥĥ ;

iaia =+  при += ipip , += iẑiẑ , += ĥĥ .

Для частного случая 1 не безразлично на какой из
случайных величин p , ẑ , ĥ  реализовалось значение
случайной величины ia , и математическое ожидание
и дисперсия при различных вариантах реализации ин-
тервала распределения величины a  записывается в
виде:

2
1a1a

]a[M
-++

= ,

где вид величин -
1a  и +

1a  определяется по форму-
лам (4.2) в зависимости от того, на каком индексе реа-
лизовалась случайная величина a .

В частном случае 2 безразлично на какой из случай-
ных величин p , ẑ , ĥ  реализовалось значение слу-
чайной величины ia , поэтому математическое ожида-
ние случайной величины a  можно записать в виде,
где в качестве -

1a  и +
1a  можно рассматривать любые

значения из (4.2):

...
6

2)1a1a(
)1m(m

2
1a1a

m1a]a[M -
--+

-+
--+

-+=

При выводе этой формулы использовалось разло-
жение функции m))a(1F1( - в биномиальный ряд

..._
2

)a(2
1F

)1m(m)a(1mF1m))a(1F1( -+-=- , (4.4)

а также представление функции распределения рав-
номерной плотности в виде

--+

--
=

1a1a
1a1a

)a(1F .

Кроме равномерного распределения случайных ве-
личин p , ẑ , ĥ  в качестве учета неопределенности в
значениях могут использоваться и другие законы, в
частности распределение по усеченному нормальному
закону [69]. Функция усеченного распределения связа-
на с исходным следующим равенством

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

+³

+££---+

--

-£

=

.iaaпри1

;iaaiaпри
)ia(iF)ia(iF

)ia(iF)a(iF

;iaaпри0

)a(ус
iF

Известно, что функция нормального распределения не
выражается через элементарные функции, поэтому для
вычисления значений этой функции используют специ-
альные функции (интегралы вероятностей), для которых
составлены таблицы. Усеченное нормальное распреде-
ление случайной величины ia , m,1i =  с использовани-
ем интеграла вероятностей (функции Лапласа) вида:

dt
x 2

2t
e

2
1)x( ò

¥-

-
=

p
F

записывается так:
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где
2

iaia
ia;

2
iaia

ia
--+

=
-++

= D .

При выводе этой формулы учтено, что
)a(1)a( FF -=- .

Выражения математического ожидания и дисперсии
случайной величины a  неудобны для анализа тем, что
включают интеграл от функции Лапласа, не выражаю-
щийся через элементарные функции. Для практических
целей можно получить приближенное аналитическое
выражение этого интеграла, если вместо функции Лап-
ласа интегрировать близкую к ней логистическую функ-
цию )x(Y . Для логистической функции и функции Лап-
ласа на всей числовой оси выполняется соотношение:

01,0)x7,1()x( <-YF ; .xe1

xe)x(
+

=Y

Заменяя )x(F  на )x7,1(Y и выполнив преобразо-
вания, получим следующее выражение для функции
распределения случайной величины ia , N,1i =
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где

i7,1
i

ss = ;

11
1a

e

11
1a

eA

-

+
=

s
D

s
D

;

11
1a

e

1B

-

=

s
D .

Тогда математическое ожидание величины a  в ча-
стном случае 1 после взятия интеграла и проведения
преобразований записывается в виде:

1aA1a1a]a[M D---+= ,

где значения +
1a  и -

1a  соответствуют тому мини-
мальному индексу, на котором реализовался первый
отрезок, определяемый соотношениями (4.2).

И соответственно в частном случае 2:

ò

+

-

+

-
+

-

+-=
1a

1a 1da

m)11
1a1a

e(

m)C1
1a1a

e(mB1a]a[M

s

s
,

где

1
1a

eC
s
D

= .
Рассмотрим теперь вариант, когда в стохастической

задаче (4.1) случайными величинами наряду с p , ẑ  и ĥ
являются элементы матрицы A . Пусть элементы матри-
цы A  распределены на интервалах )ija,ija( +- , N,1j,i = ,

так что максимальное отклонение элементов матрицы
A  от их математических ожиданий равно:

2
ijaija

ija
--+

=D .

Вычисление функций распределения случайной ве-
личины ia , N,1i =  в этой модели осложняется тем,
что последняя является неявной функцией матрицы
A , т.к. выражается через матрицу 1)AE( -- .

Пусть A  – матрица, составленная из математических
ожиданий случайных элементов матрицы A . Обозна-
чим случайную матрицу AAA -=D , которую будем счи-
тать центрированной. Тогда матрицу 1)AE( --  можно
представить в виде:

1)AAE(1)AE( ---=-- D .
Если предположить, что интервалы случайных при-

ращений матрицы A  малы, то можно разложить мат-
рицу 1)AAE( --- D  по малому параметру AD .

Разложение такого вида рассматривалось в [6]. Ог-
раничиваясь тремя членами разложения имеем:

BABABBABBB DDD ++@ ,

где 1)AE(B --= .

Тогда выражение для случайной величины ia , N,1i =
после преобразований принимает вид:

i)qB(
i)qB(

i}qB]2)AB(AB{[
1

i)yBABAByBAByBP(
ia

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì +
+

---
=

DD

DDD
.

Поскольку элементы матрицы ]2)AB(AB[ DD +  ма-
лые величины, то сомножитель

i)qB(
i}qB]2)AB(AB[{

1

1
DD +

+

можно разложить в ряд по малому параметру. Ограни-
чиваясь двумя членами разложения получим

i)qB(
i}qB]2)AB(AB[{

1

i)qB(
i}qB]2)AB(AB[{

1

1 DD

DD

+
-@

+
+

.

Подставляя это разложение в выражение для

ia , N,1i =  после преобразований получим:

*
i)qB(

i)yBABAByBAByBP(
ia

DDD ---
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ï
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ï
ï
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2
)AB(AB[{

1*
DD

.

При выполнении преобразований пренебрежем чле-
нами, включающими моменты 3-го и 4-го порядка для
случайной матрицы AD . Кроме того, учтем, что числи-
тель в фигурных скобках представляет собой малую
величину. Поэтому математическое ожидание от сла-
гаемых, включающих матрицы AD  равно нулю и по-
этому, как будет видно из дальнейшего, ими можно
также пренебречь. В результате после выполнения
преобразований выражение для случайной величины

ia , N,1i =  можно записать в виде:

iAaiPaia -= ,

где
i)qB(

i)yBP(
iPa

-
= ;

i)qB(
i]yB2)AB(AyB[

iAa
DD +

= .

Как видно из этого выражения, функция случайной
величины ia , N,1i =  от случайных параметров в дан-
ной стохастической задачи сводится к функции этой
величины в задаче с детерминированной матрицей A
с учетом поправочного члена, обусловленного случай-
ным характером элементов матрицы A .

Таким образом, в этом варианте комбинации случай-
ных параметров величины ia , N,1i =  представляют со-

бой разность случайных величин iPa  и iAa . Случай-

ная величина iAa  представляет собой сумму слагае-
мых, включающих элементы матрицы отклонений от
средних значений коэффициентов прямых затрат и
компоненты вектора производственных мощностей.
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Согласно центральной предельной теореме, распре-
деление суммы случайных величин, имеющих один и
тот же закон распределения с одинаковыми математи-
ческими ожиданиями и дисперсиями при неограничен-
ном увеличении числа членов неограниченно прибли-
жается к нормальному.

Практически центральной предельной теоремой
можно пользоваться и в тех случаях, когда математи-
ческие ожидания и дисперсии входящих в сумму слу-
чайных величин различны, если эти величины сравни-
мы по своему разбросу, а число членов суммы доста-
точно велико. В случае композиции более чем 7-10
слагаемых в большинстве случаев уже можно пользо-
ваться центральной предельной теоремой.

Предположим, что слагаемые случайной величины

iAa  сравнимы по порядку своего влияния на рассеи-
вание суммы и число слагаемых достаточно велико
для того, чтобы закон распределения случайной вели-
чины iAa  был приближенно-нормальным. Тогда плот-

ность распределения случайной величины iAa  запи-
сывается в виде:
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где
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ooo D
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i)qB(

i)]yy)(BB(2]}A[D)BB{[(2
IIiA

ooo D
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где
yy o  – вектор, компоненты которого представляют

собой поэлементное произведение компонентов век-
тора y ;

T
B  – транспонированная матрица B ;

]A[D
T

B Do  – поэлементное произведение матриц
T

B  и ]A[D D .
При выведении математического ожидания и дис-

персии поправочного члена учтено, что поскольку по
определению случайная величина AD центрирован-
ная, то 0]AB[M =D  и, как показано в [6],

]A[D
T

B]ABA[M DDD o=

и
]A[D)BB(]AB[D DD o= .

Зная плотности распределения двух случайных ве-
личин x  и y , функцию распределения их разности

yxz -=  можно вычислить по общей формуле [80]:
òò=

)z(D
dxdy)y(f)x(f)z(F ,

где )z(D  – область распределения аргументов x  и
y  как функция их разности z .

Хотя случайные величины iAa , N,1i =  распределе-
ны на ограниченных интервалах, однако следствием
приближенного представления их распределений в
виде нормального закона является малость их средне-
квадратических отклонений по отношению к интерва-
лам распределения. Поэтому можно считать, что
плотности распределения этих величин заданы на
всей числовой оси. Учитывая это область определе-
ния аргументов как функцию их разности можно пред-
ставить интервалами )x,x( +-  и ),zx( ¥- , где -x и
+x  – минимальное и максимальное значения умень-

шаемого.
Тогда формулу для вычисления функции распреде-

ления случайной величины z  можно записать в виде:

ò
+

- ò
¥
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=

x

x zx
dxdy)y(f)x(f)z(F .  (4.5)

Выведем теперь в качестве примера функцию рас-
пределения случайной величины ia , N,1i =  в зависи-
мости от конкретных законов распределения случай-
ной величины iPa .

Пусть случайная величина iPa  распределена по
равномерному закону. Тогда плотность ее распреде-
ления равна:
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= ,

где

2
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=D .

Функция распределения случайной величины

ia , N,1i =  в этом случае имеет вид:
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После интегрирования по iAa  получим:
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Пусть теперь случайная величина iPa  распределе-
на по усеченному нормальному закону на ограничен-
ном интервале значений. Плотность распределения в
этом случае записывается в виде:
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Тогда плотность функции распределения величины

iPa  на интервале +££-
iPaaiPa  можно записать в виде:
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где iPa  и 2
iPs  – математическое ожидание и дис-

персия случайной величины iPa .
Подставляя это выражение в (4.5) вместе с выраже-

нием для iAa , интегрируя по iAa  и учитывая,  что

)a(1)a( FF -=- , получим:
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Если среднеквадратическое отклонение случайной
величины iPa  много меньше интервала ее распреде-
ления, то вместо усеченного нормального закона мож-
но использовать нормальный закон, заданный на всей
числовой оси. В этом случае функция распределения
случайной величины ia  примет вид:
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Математическое ожидание и дисперсия в этом слу-
чае выводятся из общих формул (4.2).  Выведем в ка-
честве примера выражения математического ожида-
ния и дисперсии случайной величины a  для двух рас-
смотренных выше частных случаев. Предварительно
выведем плотность распределения случайной величи-
ны ia , m,1i =  посредством дифференцирования ее
функции распределения:
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Учитывая что:
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получим:
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В частном случае 1 формулы (4.3) принимают вид:
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0

da)]a(1F1)[a(1af]a[M ;

ò
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--=
0

da)]a(1F1)[a(1f
2])a[Ma(]a[D .

И соответственно в частном случае 2:

ò
¥
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0

dam)]a(1F1)[a(1af]a[M ;

ò
¥

--=
0

dam)]a(1F1)[a(1f
2])a[Ma(]a[D .

Учитывая три члена разложения функции m))a(1F1( - ,
получим следующие выражения для математического
ожидания и дисперсии величины a  в частном случае 2:
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Первые члены в этих выражениях равны соответст-
венно A1aP1a - и 2

A1
2
P1 ss + , а плотности и рас-

пределения имеют вид:
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Как уже раньше отмечалось, в частном случае 2 мож-
но для расчетов математического ожидания и диспер-
сии случайной величины а  использовать значение лю-

бой из величин ia , m,1i = , тогда как в частном случае

1 нужно использовать конкретную величину ia , m,1i = ,
которая определяет выделенный интервал распреде-
ления величины а . Поэтому, если выделенный интер-
вал реализовался на ia  из соотношений (4.2),  где

N,1i = , то математическое ожидание и дисперсия слу-
чайной величины а соответственно равны:

A1aP1a]a[M -= ; 2
A1

2
P1]a[D ss += .

Математическое ожидание и дисперсия случайной вели-
чины а  в частном случае 2 отличаются от частного случая
1 знакопеременными поправочными членами, убывающи-
ми по абсолютной величине. Поэтому при равных интер-
валах разбросов математическое ожидание и дисперсия в
частном случае 2 меньше чем в частном случае 1.

Cлучайная матрица B  входит также в выражения
для ia 1MN,1Ni +++=  из соотношений (4.2). Снача-
ла рассмотрим каков характер ее влияния на величи-
ны ia , MN,1Ni ++= . Представим матрицу B  в виде
разложения по малому параметру и подставляя это
разложение в формулу для ia , MN,1Ni ++= получим
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ï
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.

Выполнив разложение знаменателя аналогично как и
для ia , N,1i = , получим
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ï
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í
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Подставляя это разложение в выражение для ia
получаем
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Пренебрегая членами, включающими моменты 3-го и
выше порядка для случайной матрицы AD , и прини-
мая допущения, указанные выше, после преобразова-
ний это выражение можно записать так:

iUaiZaia -= ,  (4.6)

где
i)qBU(

i)yBUẑ(
iZa

-
= ;

i)qBU(
i]yB2)AB(BUyBABU[

iUa
DD +

= .

Поскольку матрица U  не случайная, то как видно из
этого выражения, функция случайной величины ia ,

MN,1Ni ++=  от случайных параметров также как и

для ia , N,1i =  сводится к функции этой величины с

детерминированной матрицей А  с учетом поправоч-
ного члена, обусловленного случайным характером
элементов матрицы А .

Как и для ia , N,1i =  полагаем, что слагаемые слу-

чайной величины iUa  сравнимы по порядку своего

влияния на рассеивание суммы слагаемых, включаю-
щих элементы матрицы AD  отклонений от средних
значений и число слагаемых достаточно велико для
того, чтобы закон распределения случайной величины

ia , MN,1Ni ++=  был приближенно-нормальным. То-
гда плотность распределения случайной величины

ia , MN,1Ni ++=  записывается в виде:
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где
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Математическое ожидание и дисперсия поправочно-
го члена получены с учетом пренебрежения момента-
ми выше 2-го и использования соотношений

0]ABU[M =D  и ]A[D
T

BTU]ABAU[M DDD o=  и

]A[D)BUBU(]ABU[D DD o= .
Теперь остается рассмотреть характер влияния слу-

чайной матрицы B  для ia , 1MNi ++= . Те же рассу-

ждения, что и при выводе формул для ia , MN,1i +=

приводят к выражению для

hAaha1MNa -=++ ,  (4.7)

где
qB

yBĥ
ha

x
x-

= ;
qB

yB2)AB(yBAB
hAa

x
DxDx +

= .

Как и в вышеприведенных рассуждениях плотность
распределения случайной величины 1MNa ++  запи-
сывается в виде:



АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 2’2007

44

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é -
-=++ 2

h2

2)haha(
exp

2h

1)1MNa(f
sps

,

где

qB
yB])A[D

T
B(B

ha
x

xDo
= ;

2)qB(
)yy)(BB](A[D)BB(2

h x

xxDxx
s

ooo
= .

Математическое ожидание и дисперсия поправочно-
го члена получены с учетом того, что 0]AB[M =Dx  и

]A[D
T

BT]ABA[M DxDxD o=  и ]A[D)BB(]AB[D DxxDx o= .
Теперь остается исследовать вариант, когда случай-

ными величинами наряду с матрицей А  являются так-
же матрица U и вектор x . В отличие от матрицы А ,
которая входит в состав всех соотношений для вычис-
ления значений ia , 1MN,1i ++= , матрицаU  и вектор

x  входят лишь в отдельные, специфичные для них вы-
ражения для величин ia . Рассмотрим сначала выра-

жение для матрицы U . Как и для матрицы А предста-
вим случайную матрицу U в виде суммы неслучайной
матрицы U и случайной матрицы приращений UD , ко-
торую будем считать центрированной: UUU D+= . Под-
ставим это выражение для матрицы U в формулу (4.4)
для ia , 1MN,1i ++= , после чего получим

-
+
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Рассмотрим уменьшаемое в этом выражении для

ia , MN,1Ni ++=  . Его можно преобразовать к виду
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Разложим сомножитель

]
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i)qBU(

1[

1
D

+

 по малому-

параметру i)qBU(D , в результате чего, пренебрегая
членами 3-го и выше порядка малости получаем:
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Тогда уменьшаемое в выражении для ia ,

MN,1Ni ++=  можно записать в виде:
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.

После преобразований получаем выражение

2
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Сравнивая это выражение с выражением для iZa из

(4.6) видим, что его можно представить как iZa из (4.6)
и поправочный член, обусловленный случайной мат-
рицей UD . Тогда это выражение, обозначаемое через

iZâ можно записать в виде

UizaiZaiZâ D-= ,

где
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Преобразуя аналогично вычитаемое для ia ,

MN,1Ni ++= , получаем следующее выражение, обо-
значаемое через iUâ

UiâiUaiUâ D-= ,

где
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Таким образом, случайный характер матрицы U при-
водит к аналогичным результатам, что и в случае де-
терминированной матрицы, но с учетом поправочных
членов, обусловленных случайным характером матри-
цы U . Поэтому и для случайной матрицы U остаются
в силе те рассуждения, которые приводят к выводу
выражения для плотности распределения случайной
величины ia , MN,1Ni ++= , принимающей вид
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ù
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pDs
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где

iUaUia =D ;

+°°°+= i)}yy](A[D)BB](U[D)BB{(2
iU

2
Ui DDsDs

i)}qq)(BB](U[D)yy)(BB](A[D)BUBU{( °°°°°+ DD .

При выводе математического ожидания и дисперсии
поправочного члена принято допущение, что матрицы

UD и AD независимы, 0]A[M =D  и 0]U[M =D , мо-
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менты выше 2-го порядка опущены, а также учитыва-
лись теоремы о числовых характеристиках [63] .

Рассмотрим теперь нашу стохастическую задачу
(4.1), когда случайным является также вектор x . Этот
вектор входит в состав только выражения для ia ,

1MN,1i ++= .  Как и для матрицы U представим слу-
чайный вектор x как сумму детерминированного и

случайного векторов xDxx += , где случайный вектор
xD считаем центрированной случайной величиной.

Подставим это выражение в соотношение (4.7) для
величины ia , 1MN,1i ++=

-
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=++ qB)(

yB)(ĥ
1MNa

xDx
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qB)(
yB2)AB)((yBAB)(

xDx

DxDxDxDx

+

+++
- .

Выполняя преобразования и принимая допущения
аналогичные тем, которые приняты при выводе соот-
ношений для случайной матрицы U  получаем, что
выражение для ia , 1MN,1i ++= можно представить
в виде

xx Aahaia -= ,

где
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Сравнивая эти результаты с результатами для неслу-
чайного вектора x видим, что случайный характер век-
тора x приводит к аналогичным результатам, что и в
случае детерминированного вектора, но с учетом попра-
вочных членов, обусловленных случайным характером
вектора x . Поэтому и для случайного вектора x  остают-
ся в силе те рассуждения,  которые приводят к выводу
выражения для плотности распределения случайной
величины ia , 1MN,1i ++= , принимающей вид
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где
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При выводе математического ожидания и дисперсии
поправочного члена принято допущение, что матрицы

UD  и AD  независимы,  а также с учетом того,  что
0]A[M =D  и 0]U[M =D , а моменты выше 2-го поряд-

ка опущены, а также учитывались теоремы о числовых
характеристиках [63].

Полученные общие и частные выражения математи-
ческого ожидания и дисперсии целевой функции зада-
чи (4.1) в зависимости от различных законов распре-
деления параметров модели-компонентов вектора
производственных мощностей и элементов матрицы
коэффициентов прямых затрат полезны для анализа
максимальных возможностей производства конечной
продукции в заданных пропорциях в условиях неопре-
деленности этих параметров.

4.3. Стохастическая динамическая
оптимизационная модель

Динамическую модель, изложенную в третьей части
статьи, в случае неопределенности некоторых ее пара-
метров можно рассматривать как стохастический про-
цесс, т.е. последовательность случайных значений вы-
ходных переменных в моменты времени ,...)2,1,0t(t = .
Случайные переменные принимают непрерывные зна-
чения, а время – дискретные значения.

Состояние системы переменных в каждый момент
времени зависит от состояний в предшествующие мо-
менты времени. Однако на практике моделировать та-
кие процессы очень сложно, поэтому обычно приме-
няют упрощающие предложения. Важнейшим среди
них является предположение, что состояние системы
в будущем зависит только от ее состояния в настоя-
щий момент и не зависит от прошлого. Такие процессы
называются процессами Маркова.

Допустим, что состояние динамической системы треть-
ей части статьи можно представить процессом Маркова.
Этот процесс определен, если есть правило, с помощью
которого можно определить вероятности последователь-
ности состояний системы в моменты времени t . Для это-
го необходимо чтобы были решены следующие задачи:
· определена информация, на основе которой можно полу-

чить все другие данные о состоянии системы;
· определено распределение вероятностей после некото-

рого числа шагов по времени и приближается ли оно с
ростом числа шагов к какому-либо предельному распре-
делению;

· определены вероятности перехода из одного фазового
состояния в другое на некотором шаге по времени.

Динамическая модель, разработанная в третьей час-
ти статьи представляет собой набор уравнений рекур-
рентного типа и, кроме того, включает несколько опти-
мизационных задач. Последнее обстоятельство суще-
ственно усложняет методику расчета параметров
рассматриваемого Марковского процесса. Для упро-
щения будем считать, что оптимизационные задачи
решаются в детерминированной постановке, а неоп-
ределенность задается только в выходных данных
этих задач.

Рассмотрим теперь конкретные соотношения про-
цесса, определяемого динамической моделью. Вы-
ходными параметрами модели являются: вектор вало-



АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 2’2007

46

вого производства, вектор производства конечной
продукции и др. Валовой выпуск продукции предпри-
ятия определяется исходя из закладки промежуточной
продукции, затрат труда и длительности технологиче-
ских циклов выпуска той или иной продукции предпри-
ятия. Зная объем закладки и длительность технологи-
ческого цикла производства продукции, можно опре-
делить валовой выпуск. Поэтому начнем анализ с
закладки продукции.

В момент времени t  в случае, если количество про-
межуточной продукции на складах i -го предприятия
достаточны для обеспечения работой занятых в раз-
мере t

iĥ и i
t
ip x , то объем закладки определяется ми-

нимальной из величин t
ix̂ и t

ix
)

, определяемых соот-
ношениями (3.1) и (3.3).

i

t
iĥit

ix̂
q

m
=

при условии i
t
ipt

iĥ x£  и t
ijrVijrât

ix̂ £ ; (4.8)

i
i

t
ipit

ix
q

xDm
D =
)

при условии i
t
ipt

iĥ x£ и t
ijrVijrât

ix £
) .  (4.9)

Первая величина выражает объем закладки, когда
количество занятых не обеспечивает полную загрузку
производственной мощности предприятия, а вторая
величина выражает объем закладки при полной за-
грузке производственной мощности.

В случае, если количество промежуточной продукции
на складах i -го предприятия недостаточно для обес-
печения занятости имеющихся трудовых ресурсов на
предприятии, выражение для закладки t

ix
(

 записыва-
ется так:

ï
þ

ï
ý

ü

ï
î

ï
í

ì
-=

ijrˆ

t
ijrV

]i
t
ip,t

iĥmin[
i

i
r,j

mint
ix

a
x

q

m(

при условии t
ijrVijrât

ix̂ >  и t
ijrVijrât

ix >
) .  (4.10)

Закладка в текущий момент времени, обозначаемая
t
ix&  будет равна минимальной из величин t

ix̂ , t
ix
)

 и t
ix
(

{ }t
ix,t

ix,t
ix̂mint

ix
()

& = .

Выражения для производственной мощности i -го
предприятия и числа занятых на нем на шаге t  запи-
сываются в виде:

t
ip1t

ipt
ip D+-= ; t

iĥ1t
iĥt

ih D+-= .

Из уравнения (3.6) можно получить выражение для
t
ijrV  в виде

t
ijrV1t

ijrVt
ijrV D+-= ,

где

ijrt
ijrV̂t

ijrvt
ijrV

t
D

-
+-= , ijrât

ix~t
ijrv = ,

{ }t
ix,t

ix̂mint
ix~

)
= .

Подставляя эти выражения для t
ip , t

iĥ  и t
ijrV  в

(4.8); (4.10) после преобразований получаем
t
ix̂1t

ix̂t
ix̂ D+-= ; (4.11)

t
ix1t

ixt
ix

)))
D+-= ; (4.12)

t
ix1t

ixt
ix

(((
D+-= , (4.13)

где

i

t
iĥit

ix̂
q

Dm
D =

при условии i
t
ipt

iĥ xDD <  и t
ijrVijrât

ix̂ DD £ ;  (4.14)

i
i

t
ipit

ix
q

xDm
D =
)

при условии i
t
ipt

iĥ xDD £ и t
ijrVijrât

ix DD £
) ; (4.15)

ï
þ

ï
ý

ü

ï
î

ï
í

ì
-=

ijrˆ

t
ijrV

]i
t
ip,t

iĥmin[
i

i
r,j

mint
ix

a

D
xDD

q

m
D
(

при условии
t
ijrVijrât

ix̂ DD >  и t
ijrVijrât

ix DD >
) .  (4.16)

Выражения (4.11)-(4.13) представляют собой случай-
ный процесс, определяемый рекуррентными соотно-
шениями, где t

ix̂D , t
ix̂D  и t

ix
(

D  случайные величины,
которые являются функциями, зависящими от случай-
ных величин t

ipD , t
iĥD  и t

iVD , где t
iVD .

Последние случайные величины также могут быть
представлены как функции других элементарных слу-
чайных величин, которые определяют их значения.
Однако для упрощения исследования остановимся на
уровне представления случайных величин t

ipD , t
iĥD  и

t
ijrVD  как элементарных.

Рассматриваемый нами динамический процесс оп-
ределяется рекуррентными соотношениями типа

...,2,1,0t)),1t(),t(X,1t()1t(X =++=+ xF   (4.17)

где XF Ey,LEx),y,x,1t( ÎÎ+  при каждом t  слу-

чайная функция X+L  переменных y,x ,  а
),...2(),1( xx  – некоторые случайные векторы со зна-

чениями из XE .
Для того, чтобы рекуррентное соотношение (4.17) оп-

ределяло некоторый процесс )t(X , необходимо задать
начальное условие )0(X  в момент времени 0t = . Про-
цесс )t(X  с таким начальным условием будем обозна-
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чать )t()0(X,0X .  В нашем случае x)0(X =  не слу-

чайно и )t(x,0X  – процесс, выходящий в момент вре-
мени 0 из фиксированной точки x .

Пусть случайные величины ),...2(),1( xx  независимы
в совокупности. Тогда из вида системы (4.11)-(4.13)
вытекает и независимость процесса

),u()0(X,0X)u(X = ),...2u(),1u( ++ xx  при 0u> . При

этом процесс )t()0(X,0X)t(X =  полностью опреде-
ляется по величинам )t(),...,2(),1(),0(X xxx  т.е. яв-
ляется некоторой функцией величин

)t(),...,2(),1(),0(X xxx . В [65] доказывается, что про-

цесс )t()0(X,0X)t(X = , определяемый рекуррентны-
ми соотношениями (4.11)-(4.13) и начальным условием

)0(X  является Марковским и его переходная функция
),1u,x,u(P G+  за один шаг равна

GxFR Î++ ))}1u(,x,1u({ .  (4.18)
Закладка в текущий момент времени определяется

минимальной из величин (4.9)-(4.11) поэтому можно
записать

{ } { }t
ix,t

ix,t
ix̂min1t

ix,1t
ix,1t

ix̂mint
ix

()()
& DDD+---= .

Процесс, определенный рекуррентными соотноше-
ниями (4.11)-(4.13) не является в собственном смысле
случайным процессом, а представляет собой опреде-
ленную имитацию этого процесса, поскольку под слу-
чайными понимаются параметры t

ipD , t
iĥD и t

ijrVD ,

точные значения которых неизвестны, но предполага-
ются известными функции их распределения как слу-
чайных величин. Суть имитации случайного процесса
заключается в том, что на каждом шаге процесса
(4.11)-(4.13) на основе заданных распределений пара-
метров t

ipD , t
iĥD  и t

ijrVD  вычисляется математиче-

ские ожидания величин t
ix̂D , t

ix
)

D  и t
ix
(

D , выбирается

минимальное из них обозначаемое как t
ix&D  и опреде-

ляется детерминированное значение закладки на шаге

t  по времени t
ix1t

ixt
ix &&& D+-= .

Таким образом, величина t
ix&  определяется в конеч-

ном итоге математическим ожиданием случайной ве-
личины t

ix&D , которая может быть реализована в виде

одной из случайных величин t
ix̂D , t

ix
)

D  и t
ix
(

D , обра-

зующих полную группу событий. Вероятности реали-
зации этих событий равны математическим ожидани-
ям величин t

ix̂D , t
ix
)

D  и t
ix
(

D .
Для вычисления математических ожиданий величин

t
ix̂D , t

ix
)

D  и t
ix
(

D необходимо знать функции их рас-

пределения. Допустим, что случайные величины t
ipD ,

t
iĥD и t

ijrVD  распределены на отрезках с минималь-

ными и максимальными граничными значениями, и
t
ipD , t

iĥD и t
ijrVD  – средние значения величин раз-

броса прироста производственной мощности i -го
предприятия, числа занятых и имеющихся запасов
промежуточной продукции на одном шаге по времени.
Допустим также, что заданы функции распределения
этих случайных величин, обозначаемые через t

ip
F
D

,

t
ih

F
D

 и t
ijrV

F
D

.

Очевидно, что функции распределения t
ip

F
D

 и t
ih

F
D

являются переходными функциями для первых двух слу-
чайных величин из t

ix̂D , t
ix
)

D  и t
ix
(

D  и их математиче-
ские ожидания равны

i

t
iĥit

ix̂
q

Dm
D = ,

i

i
t
ipit

ix
q

xDm
D =
) .

Для третьей случайной величины t
ix
(

D  переходную
функцию требуется определить. Выражение для этой слу-
чайной величины можно упростить и переписать в виде:

ijrˆ

t
ijrV

r,j
min]i

t
ip,t

iĥmin[
i
it

ix
a

D
xDD

q

m
D -=
( .  (4.19)

Данное выражение представляет собой разность
минимумов двух случайных величин. Поэтому сначала
найдем распределение уменьшаемого. Обозначим

i
t
ip xD  через t

ip̂D . Полагая, что случайные величины

t
ipD , t

iĥD  независимы, плотность и функция распре-

деления уменьшаемого как минимума двух величин,
обозначаемая через )t

ip̂,t
iĥ(f DD , равна [80]:

=)t
ip̂,t

iĥ(f DD

)]t
ip̂(t

iĥ
F1)[t

ip̂(f)]t
iĥ(t

ip̂
F1)[t

iĥ(f D
D

DD
D

D ---= ;

)t
ip̂(F)t

iĥ(F)t
ip̂(F)t

iĥ(F)t
ip̂,t

iĥ(F DDDDDD -+= .

Для упрощения определения плотности функции рас-
пределения вычитаемого объединим множества индексов

NQIjÎ  и PIrÎ  в одно множество LI . Тогда случайную

величину
ijrˆ

t
ijrV

a

D
 перепишем в виде t

inV̂D , где LInÎ .

Плотность и функцию распределения случайной величи-
ны LInÎ , обозначаемую через )t

inV̂(f D можно записать

в виде [80]:

Õ

¹

Î
-å

Î -
=

ln
LIn

)]t
inV̂(F1[

LIl )t
ilV̂(F1

)t
ilV̂(f

)t
inV̂(f D

D

D
D ;
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Õ
Î

--=
LIn

)]t
inV̂(F1[1)t

inV̂(F DD .

Обозначим случайную величину t
ix
(

D через z ,  а

уменьшаемое и вычитаемое, составляющие этой ве-
личины в формуле (4.19) через x и y .  Полагая,  что
случайные величины x и y  независимы, формулу для
вычисления математического ожидания разности двух
случайных величин можно записать в виде [80]:

dxdy)y(yf
Xx Yy

)x(xf)yx(z ò
Î

ò
Î

-= ,

где
z  – математическое ожидание случайной величины z ;

)x(xf  – плотность функции распредел. величины x ;
)y(yf  – плотность функции распредел. величины y ;

X , Y  – области определ. случайных величин x и y .
Случайные величины x и y определены на отрезках

с минимальным и максимальным значениями, которые
обозначим через +- x,x и +- y,y .Тогда формулу для

математического ожидания z можно переписать в виде:

*
x

x
dy

x

y
)y(yf)x(xxfz ò

+

- ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì
ò-

=

ò
+

- ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì
ò
+

-
y

y
dy

y

y
dx)x(xf)y(yyfdx* .

Обозначим через )x(xF и )y(yF функции

dx
y

y
)x(xf1)y(xF ò

+
-= ; dy

x

y
)y(yf1)y(xF ò-

-= .

С учетом этих обозначений формулу для z можно
переписать в виде:

ò
+

-
--ò

+

-
=

y

y
dy)]y(xF1)[y(yyfdx

x

x
)x(yF)x(xxfz .

Уменьшаемое в этой формуле – это математическое
ожидание случайной величины x , а вычитаемое – ма-
тематическое ожидание случайной величины y . Обо-

значим уменьшаемое в этой формуле через
+

z , а вычи-
таемое через

-
z и выведем формулы для этих величин.

Случайная величина x  представляет собой минималь-
ное значение из двух случайных величин t

iĥD  и t
ip̂D ,

которые обозначим через 1x  и 2x , а их плотности рас-

пределения через )1x(
1xf  и )2x(

2xf . Случайная ве-

личина y  – это минимальное значение случайных вели-

чин t
inV̂D , LInÎ , которые обозначим через ny , LInÎ .

Тогда величины
+

z  и
-

z  можно записать в виде:

--ò

+

-
=

+
1)][1x(

2xF1)[1x(
1xf

1x

1x 1xz

+Õ
Î

-- 1dx
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)]]1x(nyF1[

--ò
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2dx
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)]]2x(nyF1[Õ
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*)Ly(
Lyf)...1y(

1yf1y...z ò ò=
-

+-- )1y(
2xF)1y(

1xF1*[

...Ldy...1dy)]1y(
2xF)1y(

1xF ++

*)Ly(
Lyf)...1y(

1yfLy...... ò ò+

+-- )Ly(
2xF)Ly(

1xF1*[

Ldy...1dy)]Ly(
2xF)Ly(

1xF+ .

Полагая, что подинтегральные функции в выражении
для

-
z  непрерывны, многомерный интеграл можно

заменить на кратные интегралы [81], после чего это
выражение примет вид

--ò

+

-
=

-
)1y(

1xF1[
1y

1y
)1y(

1yf1yz

...1dy)]1y(
2xF)1y(
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+
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+
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+
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Выражение для
+

z можно упростить, раскрыв произ-
ведение величин Õ

Î
-

LIn
)]1x(nyF1[  и Õ

Î
-

LIn
)]2x(nyF1[

и затем пренебречь членами степени выше 3-го поряд-
ка, поскольку величины )1x(nyF и )2x(nyF меньше

единицы:
=Õ

Î
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Выражение для Õ
Î

-
LIn

)]2x(nyF1[  аналогично. В ито-

ге получаем:
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При выводе последних формул в качестве упрощения
величины ny  рассматривались как первичные случай-

ные величины, которые являются частными от деления
двух случайных величин t

inVD  и inâ , LInÎ . Опуская
индексы предприятия и времени, обозначим их через

nw  и nv . Функции и плотность распределения частно-

го двух случайных переменных имеет вид [80]:

+ò

+

ò -
=

nw

nvny ndw)nw(nwfndv
0

nv
)nv(nvf)ny(nyF
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+
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0 ndv)nv(nvf ;

+ò
-

-= ndv
0

nv
)nvny(nwf)nv(nvfnv)ny(nyf

ò

+
+

nv

0 ndv)nvny(nwf)nv(nvfnv .

В случае использования нормальных законов рас-
пределений исходных параметров для более удобного
выполнения вычислений можно заменить функции
распределений на логистическую функцию, как это
было показано в разделе 4.2.

Выводы
В четвёртой части статьи моделируется проектирование

организационных структур предприятий и производственных
процессов в условиях технических и экономических рисков.
Технические и экономические риски выражаются в виде слу-
чайных значений параметров модели, реализуемых на за-
данных интервалах их значений. Эта модель представляется
в виде решения стохастической динамической оптимизаци-
онной задачи, которая декомпозируется на стохастическую
статическую оптимизационную задачу, отражающую конеч-
ную точку реализации заданного производственного проекта
и стохастическую динамическую оптимизационную задачу,
отражающую траекторию точки процесса в фазовом про-
странстве.

Из решения стохастической статической оптимизационной
задачи могут быть получены числовые характеристики выход-

ных данных модели как функции случайных параметров, такие
как средние значения, дисперсии и т.д. На основе полученных
числовых характеристик стохастической статической оптимиза-
ционной модели выходные данные детерминированной моде-
ли, отражающей конечную точку реализации заданного произ-
водственного проекта могут быть скорректированы или пред-
ставлены в виде интервалов значений с рассчитанными
вероятностями их реализации.

Рассматривались два частных случая решения задачи (4.1).
В частном случае 1 1m=  и +=- 1a2a . В частном случае 2 пер-

вые )1m(m >  членов упорядоченной по возрастанию по-

следовательности }ia{ -  равны между собой,  т.е. -=- 1aia ,

m,1i =  и, кроме того, +=-
+ 1a1ma .

Для этих двух частных случаев выведены формулы функ-
ций распределения случайной величины а , а также матема-
тических ожиданий и дисперсий для различных вариантов
задания параметров как случайных величин.

Рассматривались следующие варианты задания случайными
параметров:

· случайные параметры векторы p , ẑ  и скаляр ĥ ;

· случайные параметры векторы p , ẑ  и скаляр ĥ  и эле-

менты матрицы А ;

· случайные параметры векторы p , ẑ  и скаляр ĥ  и эле-
менты матриц А  и U ;

· случайные параметры векторы p , ẑ , x , скаляр ĥ  и
элементы матриц А  и U .

Для этих вариантов получены формулы функций плотности
распределений величин la  в зависимости от функций рас-

пределений случайных параметров. Показано, что плотности
распределения величин la  практически всегда будут иметь

нормальные распределения, если в рассматриваемом вари-
анте присутствуют случайная матрица А . В качестве функ-
ций распределений случайных параметров рассматривались
равномерный закон на отрезке, усеченный нормальный закон
на отрезке и нормальный закон на положительной полуоси.
Выбор распределения случайных параметров зависит от кон-
кретного производственного проекта и его условий.

Анализ вариантов задания случайных параметров показыва-
ет, что параметры плотностей распределений случайных вели-
чин la  содержат детерминированные значения и поправоч-

ные члены, обусловленные случайным характером величин

p , ẑ , x , ĥ , А  и U .
Задание случайных параметров в динамической модели

приводит к трактовке динамического процесса как стохастиче-
ского. Показано, что динамический процесс, определенный в
третьей части статьи можно представить как процесс Маркова.
Для основного показателя динамического процесса – процесса
закладки и выпуска продукции с учетом случайности парамет-

ров p , x , ĥ  и t
ijrV  получено выражение для переходной

функции, позволяющей на каждом шаге стохастического дина-
мического процесса получать его числовые характеристики
(математическое ожидание, дисперсию и т.д.). Это позволяет
определить наиболее вероятные характеристики динамическо-
го процесса в каждой точке реализации производственного
проекта и их возможные отклонения с заданной вероятностью.

Полученные из решения стохастической динамической мо-
дели числовые характеристики траектории точки процесса в
фазовом пространстве позволяют скорректировать данные,
полученные на детерминированной динамической модели
или представить движение точки процесса в фазовом про-
странстве в пределах полученных интервалов с рассчитан-
ными вероятностями их реализации.
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5. РАЗРАБОТКА МОДЕЛЕЙ И
МЕТОДИКИ РАСЧЕТА ИНВЕСТИЦИЙ,
ПРИБЫЛЬНОСТИ И ОКУПАЕМОСТИ
ПРОИЗВОДСТВЕННОГО ПРОЕКТА

5.1. Методика расчета инвестиций в
производственный проект

В 1-4 частях статьи разработаны математические
модели и методики расчета оптимальных показателей
реализации заданного производственного проекта с
учетом технических и экономических рисков. Общая
сумма инвестиций в заданный производственный про-
ект слагается из нескольких составных частей:
· стоимости проектных работ;
· стоимости оборудования, которое требуется установить

на перепрофилируемых предприятиях;
· стоимости оборудования, которое требуется установить

на вновь построенных объектах;
· стоимости строительства зданий и сооружений;
· стоимости подготовки кадров;
· стоимости средств, необходимых для запуска в производство

новых изделий и выхода на плановый уровень производства.
Для каждого предприятия из состава предприятий,

реализующих заданный производственный проект, оп-
ределяется стоимость затрат, которые необходимы
для выполнения предприятием своего задания в рам-
ках общего производственного проекта. Таким обра-
зом для каждого предприятия определяется сумма ин-
вестиций, необходимых для участия в реализации об-
щего производственного проекта, а сумма инвестиций
по всем предприятиям составляет общую потребную
сумму инвестиций в этот проект.

Стоимость проектных работ зависит от размера ин-
вестиций, которые вкладываются в реализацию за-
данного производственного проекта и определяется
объемом строительных работ и работ по перепрофи-
лированию предприятий и цехов. Эти объемы опреде-
лены в разделах 2.3-2.5.

Стоимость оборудования, которое требуется устано-
вить на перепрофилируемых вновь строящихся пред-
приятиях и цехах определяется на основе алгоритмов,
разработанных в разделах 2.4, 3.3 и 3.4. Стоимость
оборудования, которое требуется установить на i -м
предприятии, перепрофилируемом под выпуск про-
дукции j -го предприятия, обозначаемая через p

jiF

определяется суммированием соответствующего вы-
ражения из 3.3 по индексам r  и k :

å
Î

å
Î

=
PIr FIk ki jFrki j

p
jiF Du .

Стоимость оборудования, которое требуется устано-
вить на вновь построенном i -м предприятии, обозна-
чаемая через c

iF , определяется суммированием со-
ответствующего выражения из раздела 3.4 по индек-
сам r  и k :

å
Î

å
Î

=
PIr FIk kiFc

rki
c
iF Du .

Алгоритм расчета стоимости строительства зданий и
сооружений разработан в разделах 2.5 и 3.5. Стои-
мость необходимого объема строительства зданий и

сооружений на i - м предприятии, обозначаемая c
iS ,

определяется по формуле:

iPisc
iS D= .

Стоимость подготовки кадров, требуемых для обес-
печения реализации предприятием своего участия в
заданном производственном проекте определяется
количеством работников, которых требуется обучить
или переобучить на новые специальности, временем
переобучения, затратами труда преподавателей и
оборудования, необходимых для обеспечения процес-
са обучения или переобучения. Алгоритм подготовки
кадров и организации труда на предприятии разрабо-
тан в разделе 3.7, где рассматривается время обуче-
ния (переобучения) работников. Введем величину

mniw , представляющую собой стоимость затрат на
проведение одного часа занятий по переобучению из
n -й специальности в m -ю специальность на i -м
предприятии. Тогда общую стоимость подготовки кад-
ров на i -м предприятии, обозначаемую через L

iS
можно рассчитать по формуле:

mni
L

1m

L

1n mnidmniwL
iS Vå

=
å
=

= ,

где mnid  – время переобучения из n -й специаль-

ности в m -ю специальность на i -м предприятии;

mniV  – количество работников с n -й специально-
стью, которых надо переобучить на m -ю специаль-
ность на i -м предприятии.

Стоимость средств, необходимых для запуска в про-
изводство новых изделий и выхода на плановый уро-
вень производства зависит от различных условий, в
которых осуществляется деятельность предприятия, в
частности в зависимости от рыночных условий и воз-
можностей сбыта продукции и других факторов.

В разделе 5.2 разработан алгоритм расчета на каж-
дом шаге по времени в процессе производства про-
дукции денежных средств, которые в случае необхо-
димости должны быть привлечены (займы, кредиты) в
целях обеспечения запуска производства продукции и
выхода на плановый уровень.

Общая сумма денежных средств, которые должны
быть привлечены на i -м предприятии, обозначаемая
через iZ , определяется суммированием сумм, при-
влекаемых в каждой точке по времени:

å
=

=
iT

1t
)t(iZiZ ,

где iT  – период времени в течение которого i -е
предприятие выходит на плановый уровень производ-
ства.

Общая сумма инвестиций в i -е предприятие, участ-
вующее в реализации заданного производственного
проекта, обозначаемая через iInv , составляется из
перечисленных выше затрат и будет равна:

iZL
iSC

iSC
iFP

jiFiPriInv +++++= .
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5.2. Модель расчета прибыльности и срока
окупаемости производственного проекта

После того, как рассчитана общая сумма инвестиций
в реализуемый производственный проект, требуется
оценить срок его окупаемости, который может быть
рассчитан исходя из рентабельности деятельности
каждого из предприятий из состава этого производст-
венного проекта. Для определения рентабельности
деятельности предприятия необходимо рассчитать
получаемую предприятием прибыль как разницу меж-
ду затратами, требуемыми для обеспечения произ-
водственного процесса и выручкой, получаемой в ре-
зультате реализации произведенной продукции. Для
оценки прибыли целесообразно использовать динами-
ческую модель закладки и выпуска продукции, разра-
ботанную в третьей части статьи,  дополнив ее эле-
ментами, позволяющими рассчитать выручку, полу-
чаемую в результате реализации продукции и другие
финансовые показатели деятельности предприятия.

Основным дополнительным элементом является
уравнение для расчета в каждый текущий момент
времени остатков денежных средств в наличной или
безналичной форме. Это уравнение в каждой точке по
времени выражает баланс расхода и прихода денеж-
ных средств за отрезок времени между предыдущей и
текущей точкой с учетом остатка денежных средств в
предыдущей точке по времени.

Приход денежных средств осуществляется за счет
выручки от продажи продукции предприятия и полу-
ченных кредитов (займов, субвенций и т.д.), а расход
определяется затратами на закупку необходимого сы-
рья, материалов, комплектующих, выполнением необ-
ходимых для обеспечения производства работ и ока-
зания услуг, выплатой заработной платы работникам
предприятия, оплатой процентов по полученным кре-
дитам и займам, возвратом сумм кредитов и займов,
уплатой налогов и другими затратами.

Кроме основного уравнения движения денежных
средств для расчета их остатка систему целесообраз-
но дополнить также соотношениями, характеризую-
щими временные запаздывания (лаги) поступления и
расходования денежных средств. Запаздывания по-
ступлений денежных средств могут быть связаны с за-
держкой реализации товаров или задержкой платежей
уже реализованных товаров. Задержка расходования
денежных средств может быть связана с предоставле-
нием предприятию товарных кредитов (рассрочкой оп-
латы купленных товаров).

На движение денежных средств могут оказывать
влияние также некоторые не прямые факторы, как на-
пример, затоваривание складских помещений – скла-
дов исходных материалов и складов готовой продук-
ции. Для более точного учета динамики движения ма-
териальных и соответствующих им денежных ресурсов
целесообразно также учесть и эти влияния.

Предоставляемые предприятию займы (кредиты, суб-
венции и т.д.) обычно учитываются как экзогенные ве-
личины, расчет и обоснование которых осуществляется
вне данной модели. Однако весьма важно обосновы-
вать и рассчитывать необходимую величину займов
именно эндогенно, т.е. в рамках самой модели, увязы-
вая их величину с другими параметрами. Такой подход
принят в данной модели – на каждом шаге по времени
при нехватке денежных ресурсов рассчитывается по-
требная сумма привлеченных денежных ресурсов.

С учетом изложенного выше разработанная в треть-
ей части статьи модель и алгоритм расчета динамики
выпуска продукции на предприятиях модифицирована
и позволяет рассчитать основные финансовые показа-
тели деятельности предприятия и, тем самым опреде-
лить рентабельность предприятия и срок окупаемости
производственного проекта.

В алгоритме расчета рентабельности предприятия
как и в модели третьей части статьи производство ог-
раничивается производственными мощностями по из-
готовлению изделий и количеством занятых (с учетом
сменности), которые рассчитываются по методикам,
изложенным во 2 и 3 частях статьи. Задается период
расчетов, в течение которого требуется моделировать
процессы производства и сбыта производимой про-
дукции. Планирование производства продукции осу-
ществляется на основе заключаемых договоров с по-
купателями и с учетом возможностей реализации на
свободном рынке. В последнем случае сбыт может ко-
лебаться в зависимости от рыночной конъюнктуры. В
соответствие с этим могут рассчитываться несколько
вариантов реализации выпускаемой продукции:
· вся выпускаемая продукция реализуется в течение шага

расчетов по времени (месяца);
· каждый вид продукции реализуется с задержкой, равной

заданному проценту от выпуска.
Нереализованная готовая продукция хранится на

складах готовой продукции. При переполнении этих
складов производство приостанавливается до реали-
зации излишков.

Денежные средства выручки от продажи каждого вида
продукции также могут поступать с задержкой. Поэтому
целесообразно рассмотреть следующие варианты:
· поступление без задержки (в течение месяца – шага рас-

четов);
· с задержкой, равной кратному числу шагов расчета (оце-

ниваются исходя из контрактов на поставку или на основе
предыдущей практики).

Увеличение выпуска продукции в течение всего пе-
риода расчетов осуществляется за счет роста произ-
водственных мощностей и увеличения количества за-
нятых на производстве продукции и (или) увеличения
количества рабочих смен. Количество закупаемых ма-
териалов и комплектующих ограничивается емкостью
складских помещений. При переполнении склада ма-
териалов и комплектующих их закупка приостанавли-
вается до достижения допустимого значения остатков
материалов. При переполнении склада готовой про-
дукции производство приостанавливается до достиже-
ния допустимого значения остатков готовой продукции.

Могут также задаваться несколько вариантов выпла-
ты заработной платы: с учетом предполагаемой ин-
фляции и роста производства – исходя из полученной
прибыли в виде процента отчислений в фонд заработ-
ной платы.

На каждом шаге рассчитывается остаток денежных
средств. Если денежных средств не хватает, то рассчи-
тывается необходимое пополнение денежных средств
(кредиты, займы, субвенции и т.д.). Остаток денежных
средств на каждом шаге вычисляется с учетом их ос-
татка на предыдущем шаге плюс выручка от реализа-
ции и пополнение за счет заимствования и минус рас-
ходы и уплачиваемые налоги. На каждом шаге вычис-
ляется налог на имущество, налог на добавленную
стоимость, налог на прибыль и единый социальный на-
лог. Если вычет по налогу на добавленную стоимость
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превышает выручку, то формируется сумма к возврату
из бюджета на текущем шаге и эта сумма используется
на последующих шагах для уменьшения начисляемого
налога на добавленную стоимость.

Алгоритм расчетов начинается с расчета выпуска
каждого вида номенклатуры продукции (в ценах себе-
стоимости) по формуле:

,
)l(ptearsum
)t,l(PL)l(ear)t,l(DXL =  (5.1)

где
)t,l(DXL  – выпуск изделия l -го типа за период ме-

жду точками по времени 1t -  и t ;
)t,l(PL  – количество занятых на выпуске изделия l -

го типа за период между точками по времени 1t -  и t ;
)l(ear  – средняя заработная плата на одного цехо-

вого работника, производящего l -е изделие;
)l(ptearsum  – доля цеховых затрат на заработную

плату (включая ЕСН), приходящихся на единицу l -го
изделия от общих цеховых затрат на заработную плату.

Далее проверяется ограничение на выпуск каждого
вида номенклатуры продукции (в ценах себестоимо-
сти), которое не должно превышать производственную
мощность линий по производству данной продукции.
Это ограничение записывается в виде:

)t,l(MXL)t,l(DXL £ ,
где

)t,l(MXL  – производственная мощность по выпуску
изделия l -го типа за период между точками по време-
ни 1t -  и t .

Затраты материалов и комплектующих на выпуск ка-
ждого вида номенклатуры продукции определяются по
формуле:

)l(ptmatsum)t,l(DXL)t,l(DVL = ,
где

)t,l(DVL  – расход материалов на изготовление из-
делия l -го типа за период между точками по времени

1t -  и t ;
)l(ptmatsum  – доля материальных затрат от всех

затрат (цеховых) на единицу изделия l -го типа.
Суммарные затраты материалов и комплектующих

на производство продукции вычисляются суммирова-
нием расходов по каждой номенклатуре:

å
=

=
PR

1l
)t,l(DVL)t(DV ,

где
)t(DV  – расход материалов за период между точ-

ками по времени 1t -  и t ;
PR  – период времени моделирования.
На каждом шаге по времени рассчитывается остаток

материалов на складе материалов и комплектующих,
который определяется из уравнения:

),t(DV)t(PV)1t(V)t(V -+-=

где
)t(V  – остаток материалов и комплектующих на

складе в точке по времени 1t - ;
)t(PV  – приход материалов и комплектующих за

период между точками по времени 1t - и t .

Из предыдущего уравнения следует, что величина
)t(DV  должна удовлетворять ограничению:

).t(PV)1t(V)t(DV +-£

При максимальном использовании материалов ве-
личина )t(DV будет равна

).t(PV)1t(V)t(DV +-=

В этой формуле остается неизвестным приход мате-
риалов и комплектующих на текущем шаге по време-
ни, т.е. величина )t(PV .

Приход материалов зависит от стратегии их закупки
и может быть реализован в 2-х вариантах:

1-й вариант: закупка осуществляться в размере, оп-
ределяемом предыдущей формулой, но при нехватке
денежных средств рассчитывается сумма необходи-
мых денежных средств на текущем отрезке времени за
счет предоставляемых кредитов. В этом случае вели-
чина )t(PV вычисляется по формуле:

).1t(V)t(DV)t(PV --=

2-й вариант: закупка определяется имеющимися на
предприятии в начале текущего отрезка времени де-
нежными средствами.

Величина прихода материалов и комплектующих на
текущем отрезке времени в этом случае определяется
ниже при расчете остатка денежных средств на пред-
приятии. При этом может измениться и расход мате-
риалов и комплектующих на производство продукции
и, соответственно, и выпуск продукции. В этом случае
выпуск продукции, т.е. величина )t,l(DXL  должна вы-
числяться по формуле,  учитывающей в отличие от
формулы (5.1) затраты материалов и комплектующих:

)l(ptmatsum
)t,l(DVL)t,l(DXL = .  (5.2)

Суммарные запасы материалов и комплектующих на
производство продукции ограничиваются размером
складских помещений, в которых размещаются мате-
риалы и комплектующие, что можно записать в виде
неравенства:

SKLMAT)t(V £ ,

где SKLMAT  – емкость склада материалов (в стои-
мостном выражении). Если это ограничение не выпол-
няется, на этом шаге по времени закупка материалов
и комплектующих не производится, т.е. .0)t(PV =

Валовой выпуск продукции (по ценам себестоимо-
сти) определяется суммированием выпуска каждой
номенклатуры:

å
=

=
PR

1l
)t,l(DXL)t(DX ,

где )t(DX  – валовой выпуск продукции по ценам
себестоимости за период между точками по времени

1t -  и t .
Выпуск продукции в продажных ценах равен произ-

ведению выпуска по ценам себестоимости на коэффи-
циент наценки:

)1)l(ptincome()t,l(DXL)t,l(DPRL += ,  (5.3)

где )t,l(DPRL  – выпуск изделия l -го типа за период
между точками по времени 1t - и t ;

)l(ptincome  – средняя наценка на себестоимость
изделия l -го типа.
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Валовой выпуск продукции в продажных ценах опре-
деляется суммированием выпуска по всей номенкла-
туре продукции:

)1)l(ptincome(
PR

1l
)t,l(DXL)t(DPR +å

=
= ,

где )t(DPR  – выпуск продукции за период между
точками по времени 1t - и t .

Предполагается, что реализация готовой продукции
может быть с задержкой, равной заданному проценту
от выпуска и вычисляется по формуле:

))l(ptreal)t,l(DPRL)t,l(DREALL = ,  (5.4)

где )t,l(DPRLL  – реализация изделия l -го типа за
период между точками по времени 1t - и t ;

Общий объем реализованной продукции на текущем
шаге определяется суммированием реализации всех
видов номенклатуры:

å
=

=
PR

1l
)t,l(DREALL)t(DREAL .

Остаток каждого вида номенклатуры продукции, не-
реализованной продукции на текущем шаге, опреде-
ляется как разность:

)t,l(DREALL)t,l(DPRL)t,l(DPRSKL -= ,  (5.5)

где )t,l(DPRSKL  – остаток изделий l -го типа за пе-
риод между точками по времени 1t -  и t ;

Остаток всех видов продукции, не-реализованной
продукции на текущем шаге, определяется суммиро-
ванием остатков каждого вида номенклатуры:

å
=

=
PR

1l
)t,l(DPRSKL)t(DPRSK , (5.6)

где )t(DPRSK  – остаток продукции за период между
точками по времени 1t - и t .

На каждом шаге также рассчитывается общий остаток
готовой продукции, накопленный за все предыдущие шаги:

DPRSK)1t(PRSK)t(PRSK --= , (5.7)

где )t(PRSK  – общий остаток продукции, накоплен-
ный за все предыдущие шаги по времени до точки t .

Если количество готовой продукции превышает объ-
ем складских помещений готовой продукции, равный
SKLPR , то производство снижается до уровня

)l(ptearsum
)t,l(PL)l(earsklkoef)t,l(DXL = , (5.8)

где коэффициент sklkoef  вычисляется по формуле

)t(PRSK
SKLPRsklkoef = , (5.9)

где SKLPR  – емкость склада готовой продукции (в
стоимостном выражении).

Предполагается также, что денежная выручка от
реализации готовой продукции может быть получена с
задержкой, кратной числу периодов. Тогда в текущем
периоде выручка от реализации вида номенклатуры
продукции вычисляется по формуле:

+= )l(ptmoney)t,l(DREALL)t,l(DCL
))l(ptmoney1)(l(tmoneyt,l(DREALL --+ ,

где )t,l(DCL  – денежная выручка от реализации из-
делий l -го типа за период между точками по времени

1t -  и t ;

)l(ptmoney  – доля изделий l -го типа, денежная
выручка от реализации которых приходит с задержкой;

)l(tmoney  – задержка поступления денежной вы-
ручки от реализации изделий l -го типа (число перио-
дов времени).

Общая сумма выручки от реализации продукции на
текущем шаге определяется суммированием выручки
от реализации всех видов:

å
=

=
PR

1l
)t,l(DCL)t(DC ,

где )t(DC  – общая сумма денежной выручки от
реализации всех изделий, заработная плата вычисля-
ется по формуле :

å
=

+=
PR

1l
)l(ear)t,l(PLLADM)t(DL ,

где
)t,l(PL  – количество занятых цеховых работников

на производстве изделия l -го типа за период между
точками по времени 1t -  и t ;

LADM  – заработная плата административно-
управленческого аппарата.

Расходы на производство продукции составляют:
DAM)t(DL)t(PV)t(DRASH ++= ,

где
)t(DRASH  – общие затраты на производство

продукции;
)t(PV  – закупка материалов и комплектующих,

используемых на производство продукции;
DAM  – отчисления на амортизацию основных

средств.
Налог на имущество вычисляется по формуле:

1200/)t(FSTNIM)t(DTIM = ,
где

)t(DTIM  – налог на имущество ;
)t(F  – остаточная стоимость основных средств;

STNIM  – ставка налога на имущество в %.
Налог на добавленную стоимость рассчитывается по

формуле:
100/))t(PV)t(DC(STNDS)t(DTNDS -= ,

где
)t(DTNDS  – налог на добавленную стоимость;

STNDS  – ставка налога на добавленную стоимость в %.
Балансовая прибыль (до налогообложения) рассчи-

тываются по формуле:
)t(DTIM)t(DTESN)t(DRASH)t(DC)t(PR ---= ,

где )t(PR  – балансовая прибыль.
Налог на прибыль рассчитывается по формуле:

)t(PR*STNPR)t(DTPR = ,
где

)t(DTPR  – налог на прибыль;
STNPR  – ставка налога на прибыль в %.
Общая сумма уплачиваемых налогов равна:

)t(DTIM)t(DTESN)t(DTNDS)t(DTPR)t(DT +++= ,

где )t(DT  – общая сумма уплачиваемых налогов.
Чистая прибыль после уплаты налога на прибыль

соответственно равна:
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).t(DT)t(PR)t(PRС -=

Суммарная прибыль, получаемая за период времени
моделирования, обозначаемая через PRC , равна:

å
=

=
PR

1l
)t(PRCPRC .

В конце каждого шага по времени рассчитывается
остаток денежных средств (касса, расчетные счета и
др.) по формуле:

++-= )t(DC)1t(MONEY)t(MONEY
)t(DT)t(DRASH)1t(Z ---+ , (5.10)

где )t(MONEY  –  остаток денежных средств в
момент времени t .

Если на каком-либо шаге по времени возникает условие
)t(DT)t(DRASH)t(DC)t(MONEY +<+ ,

то рассчитывается необходимое привлечение де-
нежных средств (займы, кредиты и т.д.) по формуле:

)t(DC)t(MONEY)t(DT)t(DRASH)t(Z --+= . (5.11)
Этот случай соответствует 1-му варианту стратегии

закупок материалов и комплектующих, необходимых
для обеспечения производства продукции. Во 2-м ва-
рианте этой стратегии величина )t(PV ,  входящая в
состав )t(DRASH  определяется из выражения:

+-= )1t(MONEY)t(PV
)t(DTDAM)t(DL)1t(Z)t(DC ----++ .

Однако в этом случае уравнение (6.10) для опреде-
ления величины )t(MONEY  становится нелинейным,
поскольку после вычисления величины )t(PV  может
измениться и величина расхода материалов и ком-
плектующих )t(DV  и соответственно выпуск продук-
ции. Для его решения можно использовать метод по-
следовательных приближений. В этом методе расчеты
следует повторять, начиная с расчета выпуска продук-
ции по формуле (5.2) при другом значении расхода
материалов и комплектующих )t(DV .  При этом вели-
чина )t,l(DVL рассчитывается по формуле:

)l(ptmat)t(DV)t,l(DVL = ,

где )l(ptmat  – доля материалов и комплектующих,
затрачиваемых на производство единицы продукции
l -го типа.

Цикл последовательных приближений повторяется
до тех пор, пока значение величины )t(MONEY  для
соседних приближений не будет отличаться от задан-
ной точности приближений.

На каждом шаге по времени также рассчитывается
остаточная стоимость основных средств по формуле:

DAM)1t(F)t(F --= .
В приведенном алгоритме в качестве исходных дан-

ных выступают мощности по производству продукции и
количество занятых на производстве этой продукции.
Систему уравнений этой задачи можно назвать прямой,
а в качестве обратной рассматривать задачу, в которой
в качестве исходных данных задаются требуемый объ-
ем производства продукции или объем сбыта. Посколь-
ку сбыт может отставать по времени от производства,
то их объемы не равны в каждой точке по времени и в
качестве исходных данных может приниматься зада-
ваемый как функция времени объем производства или

сбыта. В обратной задаче требуется определить необ-
ходимое количество занятых, чтобы получить заданный
объем производства или сбыта. Считая, что величина t
задана, из формулы (6.1) получаем выражение для ко-
личества занятых, которое необходимо для выпуска за-
данного объема продукции, равного )t,l(DXL :

.
)l(ear

)t,l(DXL)l(ptearsum)t,l(PL =  (5.12)

При этом безусловно предполагается, что задавае-
мая функция объема производства не превышает
мощность по производству этой продукции.

В том случае, когда задан требуемый объем сбыта,
который реализуется с задержкой от выпуска, то тре-
буемое количество занятых и объем производства вы-
числяются по следующему алгоритму. Сначала из
формулы (5.4) рассчитывается выпуск продукции в
продажных ценах, который необходим для обеспече-
ния сбыта с заданной задержкой:

)l(ptreal
)t,l(DREALL)t,l(DPRL = .

Затем из формулы (6.3) определяем требуемый вы-
пуск продукции в ценах себестоимости:

)1)l(ptincome(
)t,l(DPRL)t,l(DXL
+

= .

Затем по формуле (5.12) определяем количество за-
нятых, необходимое для выпуска требуемого объема
продукции. Кроме того, надо проверить, не превышает
ли объем производства на текущем шаге по времени
объем складских помещений готовой продукции. Для
этого по формулам (5.5)-(5.9) рассчитывается тот объ-
ем производства, который при заданной задержке
реализации не превышает объема складских помеще-
ний готовой продукции. После этого по формуле (6.12)
вычисляется окончательное количество занятых, кото-
рое необходимо для обеспечения заданного объема
сбыта продукции при условии сбыта с заданной за-
держкой после выпуска.

В разделе 5.1 определен алгоритм расчета инвести-
ций, которые необходимы для реализации участия
предприятия в заданном производственном проекте.
Данная модель позволяет также рассчитать срок оку-
паемости производственной деятельности предприятия,
обозначаемый через PRT . Этот срок можно найти из
решения следующего интегрального уравнения:

å
=

=
PRT

1l
)t(PRCInv , (5.13)

где Inv  – объем инвестиций, требуемых для участия
предприятия в заданном производственном проекте.

Разработанная модель расчета прибыльности и срока
окупаемости производственного проекта позволяет так-
же рассчитать основные обобщающие показатели хо-
зяйственной деятельности предприятий, реализующих
заданный производственный проект, выполнить анализ
уровня и динамики финансовых результатов, оценить
рентабельность деятельности как отдельных предпри-
ятий, так и производственного проекта в целом.
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5.3. Модель расчета прибыльности и
срока окупаемости производственного
проекта в стохастической интерпретации
(первый алгоритм)

В четвертой части статьи разработаны модели реа-
лизации производственного проекта в стохастической
интерпретации. Это означает, что модели в случае не-
определенности их параметров можно рассматривать
как стохастические. В частности в разделе 4.3 была
разработана стохастическая динамическая модель в
виде процесса Маркова на основе детерминированной
динамической модели, разработанной в третьей части
статьи. Этот процесс определялся в виде рекуррент-
ных соотношений для выходных показателей модели,
причем данный процесс не является в собственном
смысле случайным процессом, а представляет собой
определенную имитацию этого процесса.

Имитация связана с представлением параметров
процесса как случайных величин с известными функ-
циями их распределения. Поскольку модель преды-
дущего раздела представляет собой дополненный ва-
риант динамической модели третьей части статьи, ее
также можно представить в стохастической интерпре-
тации на основе принципов, изложенных в разделе
4.7, т.е. в виде процесса Маркова.

В качестве выходных показателей, для которых це-
лесообразно разработать стохастическую интерпрета-
цию можно использовать выпуск продукции )t,l(DXL
(прямая задача) и количество занятых )t,l(PL , кото-
рое требуется для обеспечения заданного объема вы-
пуска продукции на предприятии в каждой точке по
времени (обратная задача). В качестве неопределен-
ных переменных, которые задаются функциями рас-
пределений на заданных интервалах в первом случае
рассмотрим параметры )t,l(PL , )t,l(MXL , )t,l(DVL ,

)l(ear , )l(ptearsum , )l(ptmatsum , )l(ptmat ,  а во
второй задаче (обратной), соответственно величина

)t,l(PL  заменяется на )t,l(DXL .
Рассмотрим прямую задачу, когда в качестве выход-

ного показателя рассматривается величина )t,l(DXL .
При расчете этой величины, как указывалось выше,
могут использоваться два алгоритма, в которых отли-
чается расчет величины )t,l(DXL . В первом алгорит-
ме нет ограничений на расход материалов и комплек-
тующих, поскольку, в случае недостатка денежных
средств, необходимый приход обеспечивается за счет
займов и кредитов. Во втором алгоритме есть ограни-
чения на расход материалов и комплектующих, по-
скольку их количество определяется наличием денеж-
ных средств на предприятии. Рассмотрим сначала
первый алгоритм.

В первом алгоритме выражение для вычисления по-
казателя выпуска продукции записывается в виде:

þ
ý
ü

î
í
ì

= )t,l(MXL,
)l(ptearsum
)t,l(PL)l(earmin)t,l(DXL .  (5.14)

В соответствии с данным алгоритмом выпуск про-
дукции может изменяться при изменении количества
занятых и при изменении расхода исходных материа-
лов и комплектующих. Сначала рассмотрим вариант,
когда неопределенными считаются только величины

)t,l(PL  и )t,l(MXL . Эти величины трактуются как

случайные с заданными функциями распределений.
Зависимости этих величин как функции времени (двух
соседних точек) можно записать в виде неслучайного
слагаемого и случайного приращения:

)t,l(PL)1t,l(PL)t,l(PL D+-= ;

)t,l(MXL)1t,l(MXL)t,l(MXL D+-= ,
где

)1t,l(PL -  – среднее значение количества занятых
на производстве продукции l -го типа на отрезке вре-
мени перед точкой t ;

)t,l(PLD  – случайное изменение количества заня-
тых на производстве продукции l -го типа на отрезке
времени после точки t ;

)1t,l(MXL -  – среднее значение мощности по про-
изводству продукции l -го типа на отрезке времени пе-
ред точкой t ;

)t,l(MXLD  – случайное изменение мощности по про-
изводству продукции l -го типа на отрезке времени по-
сле точки t .

Подставляя эти выражения в формулу для вычисле-
ния выпуска продукции )t,l(DXL  и после преобразо-
ваний получаем рекуррентное выражение процесса
Маркова для этой величины:

{ }+-= )1t,l(DXLmin)t,l(DXL

þ
ý
ü

î
í
ì

+ )t,l(MXL,
)l(ptearsum
)t,l(PL)l(earmin D

D .

Первое слагаемое в этой сумме представляет собой
неслучайную величину, а второе случайную. Поэтому
для определения переходной функции процесса Мар-
кова случайной величины )t,l(DXL  требуется только
вычислить переходную функцию второго слагаемого.
В [65] доказано, что переходная функция процесса
Маркова для рекуррентной величины )t,l(DXL  за
один шаг по времени это функция распределения этой
величины. Конечной целью построения стохастической
модели является определение числовых характери-
стик выходных показателей, в частности, случайной
величины )t,l(DXL . Обычно такими характеристиками
являются математическое ожидание и дисперсия, для
расчета которых используется не функция распреде-
ления, а плотность этой функции, т.е. продифферен-
цированная функция распределения. Поскольку выра-
жения случайных величин, )t,l(PLD , )t,l(MXLD  и

)t,l(DXL  одинаковы для любого индекса l  и шага по
времени t ,  то для удобства записи их опустим и обо-
значим эти случайные величины так:

)l(ptearsum
)t,l(PL)l(earz D

= ; )t,l(MXLy D= ;

)y,zmin()t,l(DXL ==j .
Полагая случайные величины z  и y  независимыми

(никаких оснований считать обратное нет), плотность
функции распределения случайной величины j , обо-
значаемой через jf , записывается в виде [80]:

]zF1[yf]yF1[zff -+-=j , (5.15)

где
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zf  и yf  плотности распределения случайных вели-

чин z  и y ;

zF  и yF  функции распределения случайных вели-

чин z  и y .
Как уже указывалось, рассматриваемые случайные

величины не являются действительно случайными, ко-
торые можно определить из опытных данных. Эти вели-
чины представляют собой имитацию случайных величин
посредством задания их функций распределения. При
этом задаются функции распределения элементарных
величин нижнего уровня, на основе которых в дальней-
шем определяются функции распределения величин,
являющиеся функциями элементарных. В четвертой
части статьи в качестве функций распределения эле-
ментарных случайных величин рассматривалось равно-
мерное и нормальное распределения. То и другое рас-
пределение имеет определенные преимущества и не-
достатки при имитации неопределенности параметров.

Равномерное распределение более подходит в тех
случаях, когда нельзя ничего сказать о преимуществе
тех или иных значений параметров. В то же время в
некоторых случаях имитации неопределенности пара-
метров целесообразнее исходить из преимущества
близких к среднему значений и описывать распреде-
ления в виде нормальных. Поэтому целесообразно
рассмотреть использование как равномерного, так и
нормального распределений.

Элементарными случайными величинами в данном
случае являются величины z  и y . Эти случайные ве-
личины распределены на интервалах с границами

)z,z( +-  и )y,y( +- . Тогда математическое ожидание
случайной величины j , обозначаемое через jM  вы-
числяется по формуле:

+ò
+

-
-= dz

z

z
)]z(yF1)[z(zzfMj

dy)]y(zF1)[y(yf
y

y
y -ò
+

-
+ .

Функции и плотности равномерного распределения
zF , yF , zf , yf  имеют вид:

z
zz

zF
D

--
= ;

y
yy

yF
D

--
= ;

z
1

zf D
= ;

y
1

yf D
= ,

где --+= zzzD ; --+= yyyD .
После подстановки выражений для функций и плот-

ностей распределения случайных величин z  и y  в
формулу для математического ожидания и взятия ин-
тегралов получаем:

12
yzM DD

j
+

= .

Дисперсия, обозначаемая через jD , вычисляется по
формуле:

+ò
+

-
--= dz

z

z
)]z(yF1)[z(zf

2)zz(Dj

dy)]y(zF1)[y(yf
2)

y

y
yy( -ò

+

+
-+ .

После подстановки выражений для функций и плот-
ностей распределения случайных величин z  и y  в
формулу для дисперсии и взятия интегралов получа-
ем:

12

2y2zD DD
j

+
= .

При использовании нормального распределения для
неопределенных величин, заданных на конечном от-
резке, функция распределения усечена за границами
этого отрезка. Плотности и функции нормального рас-
пределения случайных величин z  и y  записываются
в виде:

2
z2

2)zMz(

e
2z

1
zf

s

ps

-
-

= ;

2
y2

2)yMy(

e
2y

1
yf

s

ps

-
-

= ;

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
=

z
zMz

ФzF
s

, ÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ -
=

y

yMy
ФyF

s
,

где zM , yM , zs , ys  – математические ожидания

и средние квадратические отклонения (корни квадрат-
ные из дисперсий) случайных величин z  и y ;

( ) dt
x 2t

2
1

e
2
1x ò

¥-

-
=

p
F .

После подстановки выражений для функций и плот-
ностей нормального распределения случайных вели-
чин z  и y  в формулу для математического ожидания
получаем:

+ò
+

- ÷
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ø

ö
ç
ç
è
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-
-

-= dz
z

z z
zMz2
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2)zMz(
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Интегралы в этой формуле не выражаются через
элементарные функции. Чтобы избежать численного
интегрирования, можно выполнить следующие опера-
ции над подинтегральным выражением, позволяющие,
в конечном итоге, интегрировать через элементарные
функции. Заменим функцию )x(F  на близкую к ней
логистическую функцию (см. часть 4 раздел 4.2), кото-
рая имеет для переменной z  вид:

1z
zMz

e
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zMz

e

z
zMz
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s
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где z7,1z ss = .
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Приближенно логистическую функцию можно пред-
ставить разложением в ряд Тейлора в точке 0z = , ог-
раничившись тремя членами. Проще всего это можно
сделать воспользовавшись известным разложением
числителя (разложение знаменателя отличается сво-
бодным членом, который больше чем у знаменателя
на единицу) [81] и затем почленно поделив числитель
на знаменатель. В итоге получаем приближенное вы-
ражение логистической функции в виде многочлена:
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где
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Функцию плотности распределения также можно пред-
ставить в виде разложения в ряд Тейлора в точке 0z = .
Ограничиваясь тремя членами разложения получим:
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где

ps

s

22
z

2z

2zM

e
za

-

= ; 2
z

1
zb

s
= ; )12

zMzb(zb
2
1

zc -= .

После выполнения преобразований подинтегральное
выражение принимает вид легко интегрируемой целой
рациональной функции:
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Интегрирование проводим на отрезке между макси-
мальным и минимальным значениям и этой перемен-
ной. После интегрирования по этому отрезку получа-
ем:
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Аналогичное выражение имеет и второй интеграл (по
переменной y ) в формуле математического ожидания

jM . Окончательно получаем:
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Выражение для дисперсии в рассматриваемом слу-
чае имеет вид:
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Выполняя аналогичные операции к подинтегральным
выражениям окончательно получаем интеграл для пере-
менной z :
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Поскольку для переменной y  выражение интеграла
аналогично, то окончательно можно записать следую-
щее выражение для дисперсии:
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Рассмотрим теперь вариант, когда неопределенными,
наряду с величинами )t,l(PL  и )t,l(MXL , считаются
также величины )l(ear  и )l(ptearsum .  В этом случае
выражение (5.14) будет сложной случайной величиной –
функцией случайных величин )t,l(ear , )t,l(PL ,

)l(ptearsum  и )t,l(MXL . Зависимости этих величин
как и в предыдущем варианте запишем в виде неслучай-
ного слагаемого и случайного приращения:

)t,l(ear)1t,l(ear)t,l(ear D+-= ;

)t,l(PL)1t,l(PL)t,l(PL D+-= ;

)l(ptearsum)l(ptearsum)l(ptearsum D+= ;

)t,l(MXL)1t,l(MXL)t,l(MXL D+-= ,
где

)1t,l(ear -  – среднее значение заработной платы
занятых на производстве продукции I -го типа на от-
резке времени перед точкой t ;

)t,l(earD  – случайное изменение величины зара-
ботной платы занятых на производстве продукции I -го
типа на отрезке времени после точки t ;

)l(ptearsum  – среднее значение доли цеховых рас-
ходов на заработную плату при производстве продук-
ции I -го типа;

)l(ptearsumD  – случайное изменение доли цеховых
расходов на заработную плату при производстве про-
дукции I -го типа.

Подставляя эти выражения в формулу для вычисле-
ния выпуска продукции, после преобразований полу-
чаем:

min*)t,l(DXL =

+
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-
+

-- )1t,l(MXL,
)l(ptearsum)l(ptearsum

)1t,l(PL)1t,l(ear*
D

+
ï
î

ï
í

ì

+

-+-
+

)l(ptearsum)l(ptearsum

)1t,l(ear)t,l(PL)1t,l(PL)t,l(ear
min

D

DD

)l(ptearsum)l(ptearsum
)t,l(PL)t,l(ear

D
DD

+
+

ï
þ

ï
ý

ü
)t,l(MXL,D .   (5.16)

Первое слагаемое в этом выражении, как и второе, пред-
ставляет собой случайную величину. Однако в первом
слагаемом случайной является только элементарная слу-
чайная величина )l(ptearsumD . Примем в этом выраже-
нии следующие упрощающие предположения. Положим,
что случайные величины )l(ptearsumD  малы по сравне-
нию с их средними значениями и пренебрежем этой вели-
чиной в первом слагаемом, поскольку она не сильно влия-
ет на его значение.

Тогда только второе слагаемое будет случайной ве-
личиной. При этом надо учесть, что для случайной ве-
личины )l(ptearsumD должно выполняться условие:

=å
=

PR

1l
)l(ptearsum

1)]l(ptearsum
PR

1l
)l(ptearsum[ =å

=
+= D .  (5.17)

В силу этого случайные величины )l(ptearsumD  за-
висимы и могут быть коррелированы (а в случае ис-
пользования нормального распределения обязательно
будут коррелированы). Поэтому и случайные величины
с индексом I , которые представляют собой значения
этого слагаемого как функции элементарных величин в
совокупности также могут быть коррелированы.

Для средних значений величин )l(ptearsum  суще-
ствует условие:

1
PR

1l
)l(ptearsum =å

=
.

Тогда из выражения (5.17) следует:

0
PR

1l
)l(ptearsum =å

=
D . (5.18)

Поэтому во втором слагаемом выражения (5.16) вели-
чина )l(ptearsumD  с определенным значением индек-
са k  является функцией от величин )l(ptearsumD  с
индексами, kl ¹ , что можно выразить в виде:

å
-

¹
=

-=
1PR

kl
1l

)l(ptearsum)k(ptearsum DD .

Все случайные величины )l(ptearsumD  в совокуп-
ности по индексу I  зависимы, тогда как случайные ве-
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личины )l(ptearsumD , kl,1PR,1l ¹-=  уже незави-
симы. Тогда во втором слагаемом (5.16) заменим

)k(ptearsumD  на å

¹
=

-
PR

kl
1l

)l(ptearsumD . Второе слагае-

мое выражения (5.16) при определенном значении
kl =  является сложной функцией случайных величин

)k(earD , )t,k(PLD , )t,k(MXLD  и )l(ptearsumD ,

1PR,1l -= , kl ¹ , которую обозначим через j :

+

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï

í

ì

å
-

¹
=

-

-+-
= 1PR

kl
1l

)l(ptearsum)k(ptearsum

)t)1t,k(ear)t,k(PL)1t,k(PL)t,k(earmin DD
j

å
-

¹
=

-
+ 1PR

kl
1l

)l(ptearsum)k(ptearsum

)t,k(PL)k(ear DD

ï
þ

ï
ý

ü

)t,k(MXL,D .

Для упрощения записи примем во внимание, что для
каждого шага по времени t  это выражение неизменно,
поэтому индекс t  опустим, а также для простоты запи-
си опустим фиксированный индекс k  и обозначим:

)t,k(earr D= ; )t,k(PLp D= ; )1t,k(earr -= ;

)1t,k(PLp -= ; )t,k(MXLy D= ; )l(ptearsumlq D= ,

1PR,1l -= , kl ¹ , )k(ptearsumkq = .

Тогда предыдущее выражение будет выглядеть так:

ï
ï
þ

ïï
ý

ü

ï
ï
î

ïï
í

ì

å
-

=
-

++
= y,1PR

1l lqkq

rprpprminj ,

где
j  –  сложная случайная величина,  являющаяся функ-

цией элементарных случайных величин r , p , y  и lq .
Для вычисления математического ожидания и дис-

персии этой случайной величины надо определить
плотность ее распределения как функции входящих в
ее состав элементарных случайных величин. Чтобы
найти плотность распределения целесообразно найти
сначала функцию ее распределения, которую обозна-
чим через jF . Эта функция имеет вид [63]:

ò ò ò ò ò -=
)G(

*)1PRq...1q,y,p,r(f...F
j

j

1PRdq...1dedpdydq* - ,

где
)1PRq...1q,y,p,r(f -  – функция плотности совмест-

ного распределения случайных величин r , p , y ,

1PRq...1q - .

jG  – область интегрирования как функция случай-
ной величины j .

Зависимость функции jF  от аргумента j  появляется

в результате интегрирования по области jG . Эта об-
ласть представляет собой множество, которое образу-
ется как проекция сечения множества, заданного функ-
цией j  гиперплоскостью )1PRq...1q,y,p,r( - перпен-
дикулярной оси j  и на расстоянии j  от начала
координат.

Чтобы определить конкретно область интегрирования
представим функцию j  в виде суперпозиции состав-
ляющих ее функций, в результате чего интегрирование
многомерного интеграла можно свести к взятию инте-
гралов меньших порядков. Обозначим rpprpru ++= ,

å
-

=
-=

1PR

1l lqv  и
v
uz = .  Тогда функцию j  и ее функцию

распределения перепишем в виде:
)y,zmin(=j ; dzdy

)zyG(
)y,z(zyfF òò=j ,  (5.19)

где
)y,z(zyf  – функция плотности совместного распре-

деления случайных величин z  и y ;

zyG  – область интегрирования, представляющая

собой область на плоскости определяемой координа-
тами y,z  справа и выше прямых j=z  и j=y , яв-
ляющуюся функцией случайной величины j  [80].

Случайные величины z  и y  в нашем случае незави-
симы, поэтому для определения плотности распреде-
ления случайной величины j  как функции случайных
величин z  и y  можно использовать формулу, анало-
гичную формуле (5.15), использованной в предыдущем
случае, когда случайные величины z  и y  были эле-
ментарными. В данном случае случайная величина z
является функцией случайных величин r , p  и g ,  а
случайная величина g , в свою очередь, зависит от слу-
чайных величин 1PRq...1q - , но функция плотности
распределения случайной величины j  имеет анало-
гичный предыдущему случаю вид:

)]y(zF1)[y(yf)]z(yF1)[z(zff -+-=j .

Математическое ожидание и дисперсия случайной
величины j , обозначаемые через jM  и jD  вычис-
ляются по формулам:

ò +-=
zG

dz)]}z(yF1)[z(zf{zMj

ò -+
yG

dy)]}y(zF1)[y(yf ;

ò +--=
zG

2
zMdz)]z(yF1)[z(zf{2zDj

2
yMdy

yG
)]}y(zF1)[y(yf -ò -+ ,

где zG , yG  – области интегрирования по z  и y .
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Для того, чтобы найти jM  и jD , надо сначала найти
плотность распределения случайной величины z  как
функции входящих в ее состав элементарных случай-
ных величин r , p  и 1PRq...1q - . Но для этого в соот-
ветствии с принципом суперпозиции надо сначала оп-
ределить распределение случайной величины z  как
частного от деления случайных величин u  и v , а затем
распределение случайных величин u  и v  как функций
элементарных случайных величин r , p  и 1PRq...1q - .

Обозначим плотность функции распределения слу-
чайной величины z  через )z(zf . Полагая что случай-
ные величины u  и v  независимы (никаких оснований
считать их зависимыми нет) и учитывая, что областью
их определения является положительный квадрант
системы координат u  и v , функцию )z(zf  можно в
общем случае записать в виде [80]:

ò
¥

=
0

dv)zv(uf)v(vvf)z(zf , (5.20)

где )zv(uf  – плотность распределения случайной
величины u  как функции произведения случайных ве-
личин z  и v ;

vf  – плотность распределения случайной величины v .
Далее найдем плотность распределения случайной ве-

личины w  как произведения случайных величин r  и p .
Учитывая, что областью определения случайных величин
r  и p  является прямоугольник в положительном квад-
ранте со сторонами --+= rrrD  и --+= pppD , и случай-
ные величины r  и p  независимы, плотность функции
распределения случайной величиныw , обозначаемую
через )w(wf можно записать в виде [63]:

ò ÷
ø
ö

ç
è
æ

=
wG

dr
r
w

pf)r(rfr
1)w(wf ,  (5.21)

где )r(rf  – плотность функции распределения слу-
чайной величины r ;

)p(pf  – плотность функции распределения величи-

ны p ;

wG  – область интегрирования как функция случай-
ной величиныw .

Теперь найдем плотность распределения случайной ве-
личины u , как суммы случайных величин w , pr  и rp ,
обозначаемую как )u(uf . Плотность распределения сум-
мы случайных величин удобнее находить в два этапа:
сначала найти функцию распределения, а затем посред-
ством дифференцирования и саму плотность распреде-
ления. Функция распределения этих случайных величин,
обозначаемая как )u(uF , вычисляется по формуле:

òòò=
uG

dwdrdp)rp,pr,w(fpr)u(uF ,

где uG  – область интегрирования как функция слу-
чайной величины u ;

)rp,pr,w(f  – функция совместного распределения

случайных величин w , pr  и rp .

Область интегрирования uG  представляет собой
часть прямоугольника со сторонами в виде отрезков
изменения случайных переменных u , pr  и rp , отсе-

каемую плоскостью rpprwu ++=  и находящуюся
ближе к началу координат.

Наконец остается найти )v(vf  – плотность распре-
деления случайной величины v  как функции суммы
элементарных случайных величин 1PRq...1q - . Слу-
чайная величина v  представляет собой суперпозицию
случайных величин 1PRq...1q - . Величина PR  это ко-
личество видов продукции, выпускаемой на предпри-
ятии. Будем рассматривать предприятия, которые вы-
пускают не менее 5-7 видов продукции. В этом случае
независимо от видов распределения случайных вели-
чин 1PRq...1q -  случайная величина v  будет иметь
распределение близкое к нормальному. Математиче-
ские ожидания величин 1PRq...1q -  в силу соотноше-
ния (5.18) равны нулю.

Учитывая сказанное, функцию распределения )v(vf
запишем в виде нормального закона:

2
v2

2v

e
2v

1)v(vf
s

ps

-

= ,

где å
-

=
=

1PR

1l
2
lq

2
v ss .

После того, как определены формулы для вычисления
всех плотностей распределения случайной величины
j  в соответствии с принципом суперпозиции, можно
рассчитать ее числовые характеристики, такие как ма-
тематическое ожидание и дисперсия. Для этого надо
сначала задать вид функций распределения входящих
в состав случайной величины j  элементарных слу-
чайных величин. Рассмотрим сначала случай, когда
элементарные случайные величины распределены по
закону равномерной (постоянной) плотности на задан-
ных отрезках с плотностями:

r
1

rf D
= ;

p
1

pf D
= ;

y
1

yf D
= .

Процесс вычисления )(f jj  будем выполнять в об-
ратном порядке выполненного выше разложения
сложной функции на элементарные функции на основе
представления сложной функции в виде суперпозиции
элементарных функций. Сначала найдем функцию –
плотность распределения случайной величины w  как
функцию произведения случайных величин r  и p  по
формуле (5.21). Интегрирование по формуле (5.21)
выполняется на отрезке )r,r( +- . Верхний предел как
функция случайной величины w  находим из соотно-

шения ++= prw . Отсюда
+

=+ p
ur  и интеграл (5.21) за-

пишется в виде:

ò
+

-
÷
ø
ö

ç
è
æ=

p
w

r
dr

r
w

pf)r(rfr
1)w(wf .
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После интегрирования получаем:

]prlnw[ln
pr

1)w(wf +--=
DD

.

Вычисление плотности функции распределения )u(uf
можно упростить, если выполнить это в два этапа: снача-
ла вычислить плотность суммы двух случайных величин

pr  и rp  равномерной плотности обозначаемой через
s , а затем плотность распределения случайной величи-
ны u , как суммы случайных величин s  и w . Плотность
s  суммы случайных величин равномерной плотности
также целесообразно искать в два этапа: сначала найти
функцию распределения, а затем плотность получить
дифференцированием функции распределения [63].

Функция распределения суммы двух случайных ве-
личин pr  и rp  постоянной плотности, обозначаемая
через )s(sF , равна:

ò=
sG
drdp

pr
pr)s(sF
DD

,

где sG  – часть прямоугольника со сторонами prD  и

rpD , лежащая левее и ниже прямой rpprs += . Из
геометрических соображений получаем выражение
для этой площади прямоугольника как функции s :

1) при prprs D+-<

0)s(sF = ;

2) при pr2prsprpr DD +-<<+-

pr2

2)rpprs(pr)s(sF
DD

----
= ;

3) при rpprprspr2pr DDD ++-<<+-

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
---+= )pr2prs(pr

2

2)pr(
pr

pr)s(sF DD
D

DD
;

4) при rppr2prsrpprpr DDDD ++-<<++-

*
pr

pr)s(sF
DD

=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é ----
+-+

2

2)rpprprs()prrp(pr
2

2)pr(* DD
DDD

D ;

5) при srppr2pr <++- DD
0)s(sF = .

Дифференцируя функцию распределения по s , по-
лучаем плотность распределения )s(sf :

1) при prprs D+-<

0)s(sf = ;

2) при pr2prsprpr DD +-<<+-

)rpprs(
pr

pr)s(sf ----=
DD

;

3) при rpprprspr2pr DDD ++-<<+-

p

2
pr)s(sf D

= ;

4) при rppr2prsrpprpr DDDD ++-<<++-

)rpprprs(
pr

pr)s(sf DD
DD

----= ;

5) при srppr2pr <++- DD
0)s(sf = .

Теперь можно вычислить плотность распределения
случайной величины u  как суммы случайных величин
s  и w  по формуле:

ò
+

-
-=

w

w
dw)w(wf)wu(sf)u(uf ,

где --=- prw ; ++=+ pru .
Учитывая, что функция )wu(sf - задана на различ-

ных участках различными уравнениями, а функция
)w(wf  одним уравнением, запишем выражения функ-

ции )u(uf  в следующем виде:

1) при -
-++-< prprprw D

0)u(uf = ;

2) при -+++-<<--++- prpr2prwprprpr DD

*2)pr(
pr)u(uf
DD

=

dw)prlnw(ln
w

w
)rpprwu(* +--ò

+

-
----- ;

3) при +-+++-<<-+++- prrpprprwprpr2pr DDD

ò
+

-
+--=

w

w
dw)prlnw(ln2)p(r

2
pr)u(uf
DD

;

4) при +++++-<<+-+++- prrppr2prwprrpprpr DDDD

*2)pr(
pr)u(uf
DD

=

dw)prlnw(ln
w

w
)rpprprwu(* +--ò

+

-
----- DD ;

5) при wprrppr2pr <+++++- DD

0)u(uf = .

После интегрирования получаем:
1) при --++-< prprprw D

0)u(uf = ;

2) при -+++-<<--++- prpr2prwprprpr DD

[ ]D)cu(A2)pr(

pr)u(uf +-=
DD

;

3) при +-+++-<<-+++- prrpprprwprpr2pr DDD
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2)p(r

2
prA)u(uf
DD

= ;

4) при +++++-<<+-+++- prrppr2prwprrpprpr DDDD

[ ]D)fu(A2)pr(

pr)u(uf +-=
DD

;

5) при wprrppr2pr <+++++- DD

0)u(uf = ,

где

)dln1(waA --= DD ;
2
b

2
1dlnwwD D

D -÷
ø
ö

ç
è
æ += ;

---++= wlnwwlnwaD ; ---++= wln2wwln2wbD ;

--+= wwwD ;
2

ww
w -++= ; +-= prd ;

rpprc ---= ; rpprprf DD ---= .

Плотность функции распределения )z(zf  случайной
величины z  также как и плотность распределения

)u(uf  будет представлена на трех участках перемен-
ной z . Интеграл, представляющий собой функцию

)z(zf  не берется в элементарных функциях, поскольку
в него входит функция )v(vf , являющаяся нормаль-
ным распределением. Для взятия этого интеграла, ко-
торый в элементарных функциях не берется, разложим
плотность распределения )v(vf  в степенной ряд в точ-
ке 0v = , ограничиваясь двумя членами получим:

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-@ 2

v2

2v1
2v

1)v(vf
sps

.

Теперь для получения )z(zf  остается подставить
функции )v(vf  и )zv(uf  в формулу (5.20). Границы
интервала неопределенности для случайной величины
v  можно принять в виде отрезка как пересечение двух
отрезков, один из которых ограничен (знаками – и +)
тремя значениями квадратного корня из дисперсии,
внутри которых практически полностью укладывается
нормальное распределение, а другой – отрезок огра-

ничен (знаками – и +) значениями
v2

v
s

. Обозначим

минимальное и максимальное значения этого отрезка
через -v  и +v .

Подставив функции )v(vf  и )zv(uf  в формулу
(5.20) получаем и проинтегрировав на отрезке

)v,v( +-  получим:

1) при
+

--++-<
v

prprprz D

0)z(zf = ;

2) при
-

-+++-<<
+

--++-
v

prpr2pr
z

v
prprpr DD

*2)pr(2v

pr)z(zf
DDps

=

[ ]dv
v

v
D)czv(A2

v2

2v1v* ò
+

-
+-

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-

s
;

3) при
+

+-+++-<<
-

-+++-
v

prrpprprzv
prpr2pr DDD

ò
+

- ÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-=

v

v
dv2

v2

2v1Av2)p(r2v

2
pr)z(zf

sDDps
;

4) при
-

+++++-<<
+

+-+++-
v

prrppr2pr
z

v
prrpprpr DDDD

*2)pr(2v

pr)z(zf
DDps

=

[ ]dvD)fzv(A
v

v 2
v2

2v1v* +-ò
+

- ÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-

s
;

5) при z
v

prrppr2pr
<

-
+++++- DD

0)z(zf = .

Выполнив интегрирование получаем:

1) при
+

--++-<
v

prprprz D

0)z(zf = ;

2) при
-

--++-<<
+

--++-
v

prpr2prz
v

prprpr DD

*2)pr(2v

pr)z(zf
DDps

=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
---

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
- 2

v8
4V

2
2V

)DAc(2
v10
5V

3
3V

Az*
s

DD

s

DD
;

3) при
+

+-+++-<<
-

-+++-
v

prrpprpr
z

v
prpr2pr DDD

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-= 2

v6
3V

2
2V

2)p(r2v

2
prA)z(zf

s

DD

DDps
;

4) при
-

+++++-<<
+

+-+++-
v

prrppr2pr
z

v
prrpprpr DDDD

*2)pr(2v

pr)z(zf
DDps

=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
---

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
- 2

v8
4V

2
2V

)DAf(2
v10
5V

3
3V

Az*
s

DD

s

DD
;

5) при z
v

prrppr2pr
<

-
+++++- DD

0)z(zf = ,
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где: iviviV --+=D , 5,2i= .

После того, как вычислена функция )z(zf , можно пе-
рейти к вычислению математического ожидания и диспер-
сии случайной величины j  по приведенным выше фор-
мулам, но предварительно надо вычислить функции рас-
пределения случайных величин z  и y , обозначаемые
через )z(zF  и )y(yF . Поскольку в данном варианте

элементарные случайные величины, входящие в функцию
j , распределены равномерно, то функция )y(yF из-

вестна (линейная функция) и записывается в виде:

y
yMy

)y(yF
D

-
= ,

где --+= yyyD ; yM  – математическое ожидание

случайной величины y .
 Функция )z(zF  вычисляется как интеграл от плот-

ности распределения также на отдельных участках
изменения переменной z . Выполнив интегрирование

по формуле ò=
z

0
dz)z(zf)z(zF  получаем:

1) при
+

--++-<
v

prprprz D

0)z(zF = ;

2) при
-

--++-<<
+

--++-
v

prpr2prz
v

prprpr DD

*2)pr(2v

pr)z(zF
DDps

=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
---

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
- 2

v8
4V

2
2V

)DAc(z2
v20
5V

6
3V

A2z*
s

DD

s

DD
;

3) при
+

+-+++-<<
-

-+++-
v

prrpprpr
z

v
prpr2pr DDD

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-= 2

v6
3V

2
2V

2)p(r2v

2
prAz)z(zF

s

DD

DDps
;

4) при
-

+++++-<<
+

+-+++-
v

prrppr2pr
z

v
prrpprpr DDDD

*2)pr(2v

pr)z(zF
DDps

=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
---

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
- 2

v8
4V

2
2V

)DAf(z2
v10
5V

6
3V

A2z*
s

DD

s

DD
;

5) при z
v

prrppr2pr
<

-
+++++- DD

0)z(zF = .

Для получения формулы математического ожидания
случайной величины j  надо подставить выражения
для )z(zF  и )y(yF  в формулу

ò
+

-
-+-ò

+

-
=

y

y
dy)]y(zF1)[y(yyfdz)]z(yF1)[z(

z

z zzfMj

и выполнить интегрирование. Поскольку функции zf  и

zF  представлены на трех участках, то и каждый из ин-
тегралов в формуле математического ожидания пред-
ставляет сумму трех интегралов, всего шесть интегра-
лов. Обозначим их через

i
Mj .

Тогда

å
=

=
6

1i i
MM jj ,

где

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
++-=

2
2Z

CE
3

3Z
)CBE(

4
4Z

BG
1

M
DDD

j ;

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-=

2
2Z

E
3

3Z
Q

2
M

DD
j ;

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
++-=

2
2Z

HE
3

3Z
)HBE(

4
4Z

BG
3

M
DDD

j ;

y
3

3Y
GC

4
4Y

GB
4

M +-=
DD

j ; y
3

3YQ
5

M +=
D

j ;

y
3

3Y
GH

4
4Y

GB
6

M +-=
DD

j ,

где

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-= 2

v10
5V

3
3V

AB
s

DD
;

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
--= 2

v8
4V

2
2V

)DAc(C
s

DD
;

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
--= 2

v8
4V

2
2V

)DAf(H
s

DD
;

yyME D+= ; 2)pr(2
v

pr
G

DDps
= ;

2)p(r2vy

2
prAQ

DDpsD
= ;

iziziZ --+=D ; iyiyiY --+=D , 4,2i = .

Дисперсия случайной величины j  вычисляется по
формуле:

+--ò
+

-
= 2

zMdz)]z(yF1)[z(
z

z zf
2zDj

2
yM

y

y
dy)]y(zF1)[y(yf

2y -ò
+

-
-+ .

Каждый из интегралов в этой формуле, как и в фор-
муле математического ожидания представляет сумму
трех интегралов, а величины 2

zM  и 2
yM  это суммы:
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å
=

=
3

1i
2
i

M2
zM j , å

=
=

6

4i
2
i

M2
yM j .

Тогда взяв интегралы, дисперсию случайной величи-
ны j можно представить в виде:

å
=

=
6

1i i
DD jj ,

где

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
++-=

3
3Z

CE
4

4Z
)CBE(

5
5Z

BG
1

D
DDD

j ;

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-=

3
3Z

E
4

4Z
Q

2
D

DD
j ;

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
++-=

3
3Z

HE
4

4Z
)HBE(

5
5Z

BG
3

D
DDD

j ;

2yyy2y
4

4Y
GC

5
5Y

GB
4

D -+-++++-=
DD

j ;

2yyy2y
4

4YQ
5

D -+-++++=
D

j ;

2yyy2y
4

4Y
GH

5
5Y

GB
6

D -+-++++-=
DD

j .

Выведем теперь выражения для математического ожи-
дания и дисперсии случайной величины j  в случае нор-
мального распределения элементарных случайных вели-
чин, входящих в ее состав. В этом случае плотности рас-
пределения для случайных величин r  и p  имеют вид:

2r2
2)rMr(

e
2r

1
rf

s
ps

--

= ;

2
p2

2)pMp(

e
2p

1
pf

s

ps

-
-

= .

Подставляя эти выражения в функцию плотности
распределения )w(wf  получаем:

dr
2
p

2
r2

2)pM
r
w(2)rMr(

e
0 r

1

pr2
1)w(wf

ss

sps

-+-
-

ò
¥

= .

Этот интеграл не берется в элементарных функциях.
Кроме того, экспоненциальную функцию в подинте-
гральном выражении нельзя разложить в ряд Тейлора.
Поэтому упростить подинтегральное выражение не
представляется возможным. Однако функцию )w(wf
можно получить другим способом, а именно с исполь-
зованием аппарата характеристических функций.

Характеристическая функция для функции )w(wf
(прямое преобразование Фурье), обозначаемая через

)t(tE , имеет вид:

ò
¥

-
--

-

ò
¥

=
0

drdp
2
p2

2)pMp(

e
2
r2

2)rMr(

e
0

itrpe)t(tE
ss .

Искомая функция )w(wf  вычисляется по формуле
(обратное преобразование Фурье):

dt
0

)t(tEitwe
2
1)w(wf ò

¥ -=
p

.

Если функция распределения случайных величин r  и
p  четная, как в нашем случае, то формулу для характе-
ристической функции и искомой функции )w(wf можно
записать в виде [81]:

ò
¥

-
--

-

ò
¥

=
0

drdp
2
p2

2)pMp(

e
2
r2

2)rMr(

e(trp)
0

cos)t(tE
ss ;

dt
0

)t(tE)twcos(
2
1)w(wf ò

¥
=

p
.

Для упрощения вычислений в подинтегральном выра-
жении величины )w(wf  представим функцию )trpcos(
в виде разложения в ряд Тейлора в точке 0t = , оставив
два члена разложения:

2

2)trp(1)trpcos( -@ .

Плотности функций распределений случайных вели-
чин r  и p  представим также в виде разложения в ряд
Тейлора в точках математических ожиданий, ограни-
чившись 3-мя членами разложений:

)2rrcrrb1(ra
2
r2

2)rMr(

e ++@

-
-

s ;

)2ppcppb1(pa
2
p2

2)pMp(

e ++@

-
-

s
,

где

ps

s

2
2

r

2

r
2

2

r
M

e
ra

-

= ; 2
r

1
rb

s
= ; )12

rMrb(rb
2
1

rc -= ;

ps

s

2
2

p

2

p
2

2

p
M

e
pa

-

= ; 2
p

1
pb

s
= ; )12

pMpb(pb
2
1

pc -= .

Учитывая приближенность подинтегрального выраже-
ния, интеграл характеристической функции )t(tE  будет
расходящимся. Чтобы избежать этого, интегрирование
по переменным r  и p  будем выполнять на конечных
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отрезках, которые обозначим через )r,r( +-  и )p,p( +- .

Эти отрезки определяются равными r3s  и p3s  или же

частями этих отрезков, одна или обе точки которых опре-
деляются условием 0)trpcos( = ,  если эти точки попа-
дают внутрь отрезков шириной r3s  и p3s . Основанием

для такого приближения является то, что нормальное
распределение практически полностью укладывается на
этих отрезках. В нашем случае распределение не нор-
мальное, а произведение нормального на косинус, свой-
ство которого с точки зрения выбора интервала интегри-
рования не хуже нормального и надо лишь отбросить те
участки, где 0)trpcos( < .

Учитывая что интегрирование ведется на конечных
отрезках, получаем приближенное выражение для ха-
рактеристической функции )t(tE :

ò
+

-
ò
+

- ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
-@

r

r
*

p

p 2

2)trp(12
p

2
r

1)t(tE
ss

drdp)2ppcppb1(pa*)2rrcrrb1(ra* úû
ù

êë
é ++úû

ù
êë
é ++ .

Выполнив интегрирование, получаем:
2BtA)t(tE -= ,

где

çç
è

æ
+++= P3R

3
rc

P2R
2
rb

PR2
p

2
r

para
A DDDDDD

ss

++++ 2P3R
6

pbrc
2P2R

4
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2PR
2
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DDDDDD

÷
÷

ø

ö
+++ 3P3R

9
pcrc

3P2R
6
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3
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DDDDDD ;

ç
ç

è

æ
+++= 3P5R

30
rc

3P4R
24

rb
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3P3R
2
p

2
r

para
B DDDD

DD

ss

++++ 4P5R
40

pbrc
4P4R

32
pbrb

4P3R
24

pb
DDDDDD

÷
÷

ø

ö
+++ 5P5R

50
pcrc

5P4R
40

pcrb
5P3R

30
pc

DDDDDD ;

iririR --+=D ; ipipiP --+=D , 5,1i = .

После того, как получена характеристическая функ-
ция, искомая функция )w(wf вычисляется по формуле
обратного преобразования Фурье. Для упрощения ин-
тегрирования разложим функцию )twcos(  в точке 0 в
ряд Тейлора, оставив два члена:

2

2
)tw(

1)twcos( -@ .

Учитывая что функция )twcos( периодическая, и в раз-
ложении в ряд Тейлора оставлено два члена, то интегри-

рование будем проводить на отрезке от
2
p

-  до
2
p

+ :

dt
2

2

)2BtA(
2

2)tw(
1

2
1)w(wf ò

+

-
-

ú
ú
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û

ù

ê
ê
ê

ë

é
-=

p

pp
.

Выполнив интегрирование, получим:
2DwC)w(wf += ,

где
12

3B
2
AC p
-= ;

48
2A

320

4BD pp
-= .

После определения функции распределения величи-
ны rpw =  переходим к определению функции распре-

деления величины rpprs += . Для нормально распре-

деленных случайных величин pr  и rp  плотность рас-
пределения их суммы также является нормальной
функцией с параметрами pMrMsM += , 2

p
2
r

2
s sss += .

Для того, чтобы далее можно было с помощью интегри-
рования получить плотность функции распределения
величины wsu += , разложим плотность распределе-
ния величины rpprs +=  в ряд Тейлора в точке 0s=  и
оставив 3 члена разложения получим:

)2sscssb1(sa
2
s2

2)sMs(

e

2
s

1
++@

-
-

s

ps

,

где

ps

s

2
2

s

2

s
2

2

s
M

e
sa

-

= ; 2
s

1
sb

s
= ; )12

sMsb(sb
2
1

sc -= .

Плотность функции распределения величины wsu +=
записывается в виде:

ò
+

-
-=

w

w
dw)w(wf)wu(sf)u(uf .

Подставив выражения для функций )vu(sf -  и )w(wf

проинтегрировав получаем:
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-
+-+=

w

w
)wu(sb1[sa)u(uf

2GuFuEdw]2DwC][2)wu(sc ++=+-+ ,

где

ê
ê
ë

é
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-
+= 3w

3
sCbD

wCsaE DD

ú
ú

û

ù
+

-
+ 5w

5

s
Dc

4w
4

s
Db

s
Cc

DD ;

ú
û

ù
ê
ë

é
-

+-
+= 4w

4
sDc

3w
3

sDcsCc2sDb
wsCbsaF DDD ;

wsCcsaG D= ; --+= wwwD ; 5,2i,iwiwiw =--+=D .

Теперь можно получить плотность распределения

величины
v
uz =  взяв интеграл
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ò
+¥

¥-
= dv)zv(uf)v(vvf)z(zf .

Плотность функции распределения величины

å
-

=
-=

1PR

1l lqv  в случае нормально распределенных эле-

ментарных случайных величин lq  у которых математи-
ческие ожидания равны нулю, также будет нормальной с
нулевым математическим ожиданием и дисперсией рав-
ной сумме дисперсий элементарных случайных величин.

Чтобы можно было взять последний интеграл пред-
ставим функцию )v(vf  в виде разложения в ряд Тей-
лора в точке 0, оставив 2 члена разложения, как это
уже делалось выше:

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-@ 2

v2

2v1
2v

1)v(vf
sps

.

Такое приближение приводит к расходимости инте-
грала от бесконечных пределов. Чтобы это избежать
будем проводить интегрирование на конечном интер-
вале, который обозначим как )v,v( +- . Этот интервал

образуется как пересечение трех отрезков: один из ко-
торых равен v3s  с нулем в центре, другой определя-

ется точками, являющимися корнями уравнения:
02GvFvE =++ ,

а третий отрезок ограничен (знаками – и +) значения-
ми

v2
v
s

.

Основанием для такого приближения является то, что
функция )v(vf  нормальная, а функция в подинтег-
ральном выражении является произведением нормаль-
ной функции на линейную функцию и параболу, свой-
ство которой с точки зрения выбора интервала интег-
рирования не хуже нормального распределения и надо
лишь найти отрезок, являющийся пересечением отрез-
ка со значениями v3s , отрезка определяемого точка-

ми, являющимися решением вышеуказанного уравне-
ния и отрезка, определяемого корнями параболы со
значениями

v2
v
s

.

Подставив это разложение в интеграл )z(zf  и взяв
его, получим

*
2v

1)z(zf ps
=

2RzQzP
v

v
dv)2v2GzFzvE(*2

v2

2v1v* ++ò
+

-
=++

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-

s
,

где

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
-= 4v2

v8

E
2v

2
E

2v

1P D
s

D
ps

;

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
-= 5v2

v10

F
3v

3
F

2v

1Q D
s

D
ps

;

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
-= 6v2

v12

G
4v

4
G

2v

1R D
s

D
ps

;

6,2i,iviviv =--+=D .

Кроме плотности распределения величины z  нам
нужна функция распределения, которую находим ин-
тегрированием плотности распределения:

3

3zR
2

2zQPz)z(zF ++= .

Зная распределения случайных величин z  и y
можно определить плотность распределения случай-
ной величины )y,zmin(=j , а затем их математиче-
ское ожидание и дисперсию по приведенным выше
формулам. Чтобы выполнить интегрирование в эле-
ментарных функциях, как и раньше нормальную плот-
ность распределения случайной величины y  разло-
жим в ряд Тейлора в точке 0, оставив 3 члена:

)2yycyyb1(ya
2y2

)yMy(

e
2y

1)y(yf ++@

-
-

=
s

ps
,

где

ps

s

22
y

2
y

2
yM

e
ya

-

= ; 2
y

1
yb

s
= ; )12

yMyb(yb
2
1

yc -= .

Функцию распределения величины )y,zmin(=j по-
лучаем интегрированием плотности распределения:

)3
3
yc2

2
yb

(a)(F jjjjjj ++@ .

Поскольку математическое ожидание и дисперсия
состоят из двух слагаемых, после интегрирования по-
лучаем:

yMzMM +=j ; yDzDD +=j ,

где
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é
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;

ê
ê
ë

é
+-+=

3
3z

)Pyb(
2

2y
yayM

DD

-÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
++-÷

ø
ö

ç
è
æ --+

5
5y

3
R

2
yQb

yPc
4

4y
2
Q

yPbyc
DD

ú
ú

û

ù
-

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-

21
7y

Ryc
6

6y

3
yRb

2
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;
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8,2i,iziziz =--+=D ; 8,2i,iyiyiy =--+=D .

5.4. Модель расчета прибыльности и
срока окупаемости производственного
проекта в стохастической интерпретации
(второй алгоритм)

Рассмотрим теперь второй алгоритм для вычисления
показателя выпуска продукции. В этом алгоритме вы-
ражение для вычисления показателя выпуска продук-
ции записывается в виде:

þ
ý
ü

î
í
ì

=
)l(ptmatsum

)t,l(DVL
),t,l(MXL,

)l(ptearsum
)t,l(PL)l(ear

min)t,l(DXL .

Это выражение отличается от предыдущего включени-
ем в правой части третьего компонента, выражающего
ограничение на расход материалов и комплектующих. В
стохастической интерпретации выпуск продукции может
изменяться наряду с изменением количества занятых и
производственных мощностей, а также при изменении
расхода исходных материалов и комплектующих.

Эта компонента включает переменные, которые бу-
дем также считать случайными в пределах заданных
границ. Зависимость этих переменных как функцию
времени (двух соседних точек) можно записать в виде
неслучайного слагаемого и случайного приращения:

)l(ptmatsum)l(ptmatsum)l(ptmatsum D+= ;

)t,l(DVL)1t,l(DVL)t,l(DVL D+-= ,

где )1t,l(DVL -  – среднее значение расхода мате-
риалов, расходуемых на производство продукции l -го
типа на отрезке времени перед точкой t ;

)t,l(DVLD  – случайное изменение расхода мате-
риалов на производство продукции l -го типа на отрез-
ке времени после точки t ;

)l(ptmatsum  – среднее значение доли материалов,
расходуемых на производство продукции l -го типа;

)l(ptmatsumD  – случайное изменение доли материа-
лов, расходуемых на производство продукции l -го типа.

Как и в первом алгоритме первое слагаемое в этой сум-
ме представляет собой неслучайную величину, а второе

случайную. Поэтому для определения переходной функ-
ции процесса Маркова величины )t,l(DXL  требуется вы-
числить переходную функцию только второго слагаемого.

Подставляя выражения для случайных величин
)l,t(DVL  и )l(ptmatsum , а также аналогичные выраже-

ния для других случайных величин в формулу для вычис-
ления выпуска продукции )t,l(DXL , после преобразова-
ний и делая те же допущения для случайных величин, что
и в первом алгоритме, получаем аналогичное рекуррент-
ное выражение процесса Маркова для второго алгоритма:

j+-= )1t,l(DXL)t,l(DXL ,

где }x,y,zmin{=j ,
s
dx = ; )t,l(DVLd D= ;

å
-

=
=

1PR

1l lss ; )l(ptmatsumls D= .

Переменные z  и y  обозначают те же случайные
величины, что и в первом алгоритме.

Положим, что случайные величины z , y  и x  неза-
висимы. Тогда плотность распределения случайной
величины j  записывается в виде [80]:

+--= )]z(xF1)][z(yF1)[z(zffj
+--+ )]y(xF1)][y(zF1)[y(yf

)]x(yF1)][x(zF1)[x(xf --+ ,

где zf , yf , xf  – плотности распределения случай-

ных величин z , y  и x ;

zF , yF , xF  – функции распределения случайных

величин z , y  и x .
Функции и плотности случайных величин z  и y  были

найдены в первом алгоритме. Во втором алгоритме ос-
тается только найти выражения для плотности и функ-
ции распределения случайной величины x . Рассмот-
рим случай равномерного распределения элементар-
ных случайных величин, входящих в величину x .
Принимая допущения, аналогичные для делителя слу-
чайной величины z , распределение делителя величи-
ны x  также будет нормальным с нулевым математиче-
ским ожиданием. В этом случае плотность распределе-
ния величины x  можно получить взяв интеграл

ò
¥

==
0

ds)xs(pf)s(ssf)x(xf

2
s2

2x

e
2p

s
0

ds
2
s2

2s

se
2sp

1 s

pD

ss

psD

-

ò
¥

=

-

= .

Чтобы упростить интегрирование при выводе фор-
мул математического ожидания и дисперсии величины
j  разложим функцию )x(xf  в ряд Тейлора в точке

0x = , оставив два члена разложения:

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-@ 2

s2

2x1
2p

s)x(xf
spD

s
.

Проинтегрировав по x , получим необходимую для
вычислений математического ожидания и дисперсии
величины j  функцию распределения величины x :
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çç
ç

è

æ
-@ 2

s6

3xx
2p

s)x(xF
spD

s
.

Формулы математического ожидания и дисперсии в
данном варианте записываются в виде:

xMyMzMM ++=j ,

где ò
+

-
--=

z

z
dz)]z(xF1)][z(yF1)[z(zzfzM ;

dy)]y(xF1)][y(zF1)[y(yf
y

y
yyM --ò
+

-
= ;

dx)]x(yF1)][x(zF1)[x(xf
x

x
xxM --ò
+

-
= ;

xDyDzDD ++=j ,

где ò
+

-
---=

z

z
2
zMdz)]z(xF1)][z(yF1)[z(zf

2zzD ;

2
yMdy)]y(xF1)][y(zF1)[y(yf

y

y
yyD ---ò
+

-
= ;

2
xMdx)]x(xF1)][x(zF1)[x(xf

y

y
xxD ---ò
+

-
= .

Подставляя выражения для плотностей и функций
распределения величин z , y  и x  в формулы ма-
тематического ожидания и дисперсии получаем:
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=

=
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где
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s
D

s
,

где

spy26
1v

sDDp
= ;

py2
sw
DDp

s
= ;

8,2i,iziziz =--+=D ; 8,2i,iyiyiy =--+=D ;

8,2i,ixixix =--+=D .

Рассмотрим теперь случай нормального распреде-
ления элементарных случайных величин, входящих в
величину x . В этом случае плотность распределения
величины x  можно получить взяв интеграл

ò
¥

==
0

ds)xs(df)s(ssf)x(xf

ò
¥ ú

ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é -
+-

=
0

ds

2
d2

2)dMxs(
2
s2

2s

se
sd2

1 ss

sps
,

где
2
ss  – среднеквадратическое отклонение случайной

величины s ;
2
ds  – среднеквадратическое отклонение случайной

величины d ;

dM  – математ. ожидание случайной величины d .

Для упрощения взятия этого интеграла разложим
экспоненциальную функцию в ряд Тейлора в точке

0s= , оставив 3 члена:

)2s2dxcxsb(a

2
d2

2)dMxs(

2
s2

2s

e ++@
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é -
+-

ss
,

где
2
p

2
dM

ea
s

-

= ; 2
s2

1b
s

-= ; 2
p2
dM3

c
s

= ; 2
p2

1d
s

-= .
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Интеграл будем брать на конечном отрезке перемен-
ной s , определяемом условием, что среднеквадрати-
ческие отклонения наиболее вероятно содержатся в
пределах отрезка неопределенности )s,s( -+ . После
взятия интеграла получаем:

)2qxrxp(ads
s

s
)2s2dxcxsb(sa)x(xf ++=ò

+

-
++= ,

где

2s
2
bp D= ; 3s

3
cr D= ; 4s

4
dq D= ; 4,2i,isisis =--+=D .

Необходимую для дальнейших расчетов функцию
распределения получаем интегрированием плотности
распределения:

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
++=

3
x

3

q2
x

2

r
pxa)x(xF .

Математическое ожидание и дисперсию величины
}x,y,zmin{=j вычисляем по вышеприведенным

формулам. После интегрирования получаем:
xMyMzMM ++=j ,

где

+
--

+= 3z
3

apPPyaQ
2z

2
P

zM DD

+
-+---

+ 4z
8

arPPyapa2apQ2PybyaQya2R2
D

++++ 7z
84

7
z

K

6z
72

6
z

K

5z
30

5
z

K

D
D

D
D

D
D

+
++

++ 9z
162

Qycyaqa2Rybyaqa3Ryarcya3
8z

288

8
z

K

DD
D

10z
90

Rycyaqa
D+ ,

где
+----= apR6Pycyb2Qybya3Rya6

5zKD

aqP2arPya3arQ3ybyapa3Qyapa6 -+-++ ;

++--= Ryapa12Qycya4Rybya6
6z

KD

+-++ arR6Pycyapa4Qybyapa6

Pyaqb4aqQ4Pyarbya3arQya6 +-++ ;

+++-= Qycyapa4Rybyapa6Rycya4
7z

KD

+-+++ Ryaa4Pyarcya2Qyarbya3arRya6

Pybyaqa2Qyaqa4 ++ ;

+++= Qybyaqa6Qyarcya9Rybyara12
8zKD

Ryaqa4Rycyapa6Pycyaqa12 +++ ;

+
--

+= 3y
3

apyaPyaybya
2y

2
ya

yM DD

+
-+---

+ 4y
8

aryaapPya2apybya2QyaPybya2ycya2
D

++++ 7y
84

7
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K

6y
72

6
y

K

5y
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5
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K

D
D

D
D

D
D

+
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++ 9y
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aqRybya2aqQycya3Ryarcya3
8y

288

8
y

K

DD
D

10y
90

aqRycya
D+ ,

где
+----= apycya6Rya2Qybya3Pycya6

5yKD

aqya2arPya3arybya3apQya3apPybya6 -+-++ ;

++--= apPycya12Rybya4Qycya6
6yKD

++-++ arPybya6arycya6qapR4apQybya6

aqPya4aqybya4arQya3 +-+ ;

+++-= apRybya4apQycya6Rycya4
7yKD

-++++ aqPybya4arRya2arQybya3arPycya6

aqQya2aqycya4 +- ;

arRybya6arQycya9apRycya12
8yK ++=D +

aqRya4aqQybya6aqPycya12 +++ ;

+
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+= 3x
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yapaapPar
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xM DD

+
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apybyaapPya2arya2apQarP2aq2
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+-++ arybya3apQya310x
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aqRycya
D

apycya2apPybya3 -+ ;

++----= arPya6aqya6apR2arQ3aqP6
5

xKD

;apycya2apPybya3arybya3apQya3 -+-+

+++--= arQya6aqPya12arR4aqQ6
6xKD

-++-+ apQybya3arPybya6aqybya6apRya4

apPycya4arycya4 +- ;

++++-= aqPybya6arRya4aqQya6aqR4
7xKD

++-++ arPycya4aqycya4apRybya2arQybya3

apQycya2+ ;
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+++= arRybya6aqQybya9aqRya12
8xKD

apRycya4arQycya6aqPycya12 +++ ;

2
xMxD2

yMyD2
zMzDD +++++=j ,

где

+
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zD DD
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Rycyaqa
D+ ;

+----= apR6Pycya2Qybya3Rya6
6zDD

aqP2arPya3arQ3Pybyapa3Qyapa6 -+-++ ;

++--= Ryapa12Qycya4Rybya6
7zDD

++-++ arQya6arR6Pycyapa4Qybyapa6

Pyaqa4aqQ4Pyarbya3 +-+ ;

+++-= Qycyapa4Rybyapa6Rycya4
8zDD

-++ Pyarcya2Qyarbya3arRya6

Pybyaqa2Qyaqa4Ryaa4 ++- ;

+++= Qybyaqa6Qyarcya9Rybyara12
9zDD

Ryaqa4Rycyapa6Pycyaqa12 +++ ;
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где
+----= apycya6Rya2Qybya3Pycya6

6yDD

-+++ apQya3apPybya6apQybya6

aqya2arPya3arybya3 -+ ;

++--= apPycya12Rybya4Qycya6
7yDD

++-++ arPybya6arycya6qapR4apQybya6

aqPya4aqybya4arQya3 +-+ ;

++-= apQycya6Rycya4
8yDD

++++ arQybya3arPycya6apRybya4

aqQya2aqycya4aqPybya4arRya2 +-++ ;

+++= arRybya6arQycya9apRycya12
9yDD

aqRya4aqQybya6aqPycya12 +++ ;

+
--

+= 4x
4

yapaapPar
3x

3
ap

xD DD

+
-+---

+ 5x
10

apybyaapPya2arya2apQarP2aq2
D

++++ 8x
96

8
x

D

7x
84

7
x

D

6x
36

6
x

D

D
D

D
D

D
D

+
++

+ 10x
180

arRycya2aqQycya3aqRybya3
D

11x
99

aqRycya
9x

324

9
x

D

DD
D

++ .

arPya6gaq6apR2arQ3aqP6
6xD +----=D +

apycya2apPybya3arybya3apQya3 -+-+ ;

+++--= arQya6aqPya12arR4aqQ6
7xDD

-++- apQybya3arPybya6aqybya6apRya4

apPycya4arycya4 +- ;

+++-= arRya4aqQya6aqR4
8xDD

-+++ apRybya2arQybya3aqPybya6

;apQycya2arPycya4aqycya4 ++-

+++= arRybya6aqQybya9aqRya12
9xDD

apRycya4arQycya6aqPycya12 +++ .

5.5. Модель расчета прибыльности и
срока окупаемости производственного
проекта в стохастической интерпретации
(обратная задача)

Во второй задаче (обратной) выходным показателем
является количество занятых на предприятии – вели-
чина )t,l(PL , которая вычисляется по формуле (5.13).
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В стохастической интерпретации эта величина будет
функцией случайных величин, входящих в ее состав, а
именно )t,l(DXL , )l(ptearsum и )l(ear . Последние
величины можно представить в виде неслучайного
слагаемого и случайного приращения:

)t,l(DXL)1t,l(DXL)t,l(DXL D+-= ;

)l(ptearsum)l(ptearsum)l(ptearsum D+= ;

)l(ear)l(ear)l(ear D+= ,
где

)t,l(DXL  – средний выпуск продукции I -го типа на
отрезке времени перед точкой t ;

)t,l(DXLD  – случайное изменение выпуска продук-
ции I -го типа на отрезке времени после точки t ;

)l(ptearsum  – среднее значение доли цеховых рас-
ходов на заработную плату от общих цеховых расхо-
дов при выпуске продукции I -го типа;

)l(ptearsumD  – случайное изменение доли цеховых
расходов на заработную плату от общих цеховых рас-
ходов при выпуске продукции I -го типа;

)l(ear  – среднее значение заработной платы на од-
ного цехового работника;

)l(earD  – случайное изменение заработной платы
на одного цехового работника.

Подставляя выражения для случайных величин
)t,l(DXL , )l(ptearsum  и )l(ear  в формулу для вы-

числения величины )t,l(PL  получаем рекуррентное
выражение процесса Маркова в обратной задаче:

+
+

-
=

)l(ear)l(ear
)l(ptearsum)1t,l(DXL)t,l(PL

D

+
+

-+
+

)l(ear)l(ear
)1t,l(DXL)l(ptearsum)l(ptearsum)t,l(DXL

D
DD

)l(ear)l(ear
)l(ptearsum)t,l(DXL

D
DD
+

+ .

Первое слагаемое, как и второе представляют собой
случайные величины. Однако в первом слагаемом слу-
чайной является только элементарная случайная ве-
личина )l(earD . Положим как и раньше, что случай-
ные отклонения малы по сравнению со средней вели-
чиной и пренебрежем этой величиной в знаменателе
первого слагаемого. Тогда только второе слагаемое
будет случайной величиной. Поэтому для определе-
ния переходной функции процесса Маркова величины

)l(earD требуется вычислить переходную функцию
только второго слагаемого.

При этом надо учесть, что для случайной величины
)l(ptearsumD должно выполняться условие:

=å
=

PR

1l
)l(ptearsumD

1)]l(ptearsum
PR

1l
)l(ptearsum[ =å

=
+= D .

В силу этого случайные величины )l(ptearsumD за-
висимы и могут быть коррелированы (а в случае ис-
пользования нормального распределения обязательно
будут коррелированы). Поэтому и случайные величины

с индексом l , которые представляют собой значения
этого слагаемого как функции элементарных величин в
совокупности также могут быть коррелированы.

Однако и для средних значений величин

)l(ptearsum  существует условие 1
PR

1l
)l(ptearsum =å

=
,

откуда следует 0
PR

1l
)l(ptearsum =å

=
D .

Поэтому во втором слагаемом рекуррентного выра-
жения процесса Маркова величина )l(ptearsumD  с
определенным значением индекса k  является функ-
цией от величин )l(ptearsum  с индексами, kl ¹ , что
можно выразить в виде:

å
-

¹
=

-=
1PR

kl
1l

)l(ptearsum)k(ptearsum DD .

Все случайные величины )l(ptearsumD  в совокупно-
сти по индексу I  зависимы, тогда как случайные величи-
ны )l(ptearsumD , kl,1PR,1l ¹-=  уже независимы,
поскольку во-первых, функционально не связаны, а во-
вторых, не зависимы по существу. Тогда во втором сла-
гаемом рекуррентного выражения процесса Маркова за-

меним )k(ptearsumD  на å

¹
=

-
PR

kl
1l

)l(ptearsumD .

Для удобства дальнейших вычислений обозначим:

)t,l(DXLr D= ; )l(ptearsumlp D= ; å

¹
=

-=
PR

kl
1l lpp ;

)l(earq D= ; )t,l(DXLr = ; )l(ptearsump= ;
)l(earq = .

Тогда случайная величина – переходная функция
процесса Маркова (второе слагаемое формулы процес-
са), которую обозначим через j , запишется в виде:

qq
rprppr

+

--
=j .

Для вычисления математического ожидания и дис-
персии этой величины надо определить ее плотность
функции распределения. Рассмотрим сначала вариант
равномерного распределения входящих в ее состав
элементарных случайных величин. Поскольку в числи-
тель функции j  входит сумма элементарных случай-
ных величин lp , то примем допущение, что на пред-
приятии выпускается не менее 5-7 видов продукции
(величина PR  – максимальное значение индекса I ).
Тогда случайная величина p  как сумма случайных
величин lp  будет иметь распределение, даже при
равномерном распределении входящих в ее состав
случайных величин, близкое к нормальному с нулевым

математическим ожиданием в силу 0
PR

1l lp =å
=

.

Как и в ранее рассмотренных случаях плотность
функции распределения функции j  будем находить
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как суперпозицию распределений элементов этой
сложной функции, которая представляет собой част-
ное от деления числителя на знаменатель, а числи-
тель – сумму элементов, в состав которых входит так-
же произведение элементов.

Сначала находим плотности распределений внут-
ренних элементов – сначала плотность распределения
произведения случайных величин rp , которое обозна-
чим через w , затем распределение разности случай-
ных величин pr  и pr , которую обозначим через u  и
затем распределение разности случайных величин u
и w , которую обозначим через v .

Затем окончательно находим распределение функ-
ции j , как частного от деления случайной величины

v  на случайную величину qq+ . Распределение по-
следней случайной величины равно распределению
величины q  с математическим ожиданием равным
математическому ожиданию величины q  плюс кон-
станта q ,  что и будем учитывать в вычислениях рас-
пределения функции j .

Плотность распределения произведения случайных
величин rp  в случае равномерного распределения
элементарных случайных величин, входящих в состав
этого произведения при наших допущения о количест-
ве выпускаемых видов продукции – это распределение
произведения равномерного и нормального распреде-
ления, обозначаемое через )w(wf , которое, при ус-

ловии независимости случайных величин r  и p , вы-
числяется посредством взятия интеграла:

=)w(wf

.dr
2
p

2r2

2w
r

r
e

2pr
1

r

r
dr

r
w

pf)r(rf s
psD

-

ò
+

-
ò
+

-

==
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

Поскольку при равномерном распределении область
определения этой функции отрезок, то и интегрирование
осуществляется на этом отрезке )r,,r(r +-=D . Этот ин-

теграл не берется в элементарных функциях (в конеч-
ном виде), а подинтегральную функцию нельзя разло-
жить в ряд Тейлора в точке 0r = . Однако ее можно пре-
образовать к виду, позволяющему представить в виде

разложения в ряд. Обозначим
p2r

1t
s

=  и сделав под-

становку в подинтегральном выражении, получим:

dt
t

t
2

t

2
t

2
w

e

r

p
)w(wf ò

+

-

-

=
pD

s
,

где
p2r

1t
s-

=
-

;
p2r

1t
s+

=
+

.

Теперь числитель можно представить разложением
в ряд Тейлора в точке 0t = . Ограничившись 2 членами

разложения, получим: 2t2w21
2

t
2

we -@- . Разделив
на числитель и проинтегрировав в итоге имеем:

÷
÷
÷
÷

ø
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ç
ç
ç
ç

è

æ

-

-+

@ t
2

w2
tt

t

r

p
)w(wf D

D

pD

s
,

где --+= tttD .

Плотность распределения случайной величины u ,
обозначаемая через )u(uf  как разности случайных

величин pr  и pr  вычисляется взятием интеграла:

dr
2
p

2

2
)upr(

rp

rp

e
rp2

p

1
)u(uf

s

Dps

-
-

ò
+

-

= ,

где интегрирование осуществляется как и для функ-
ции )w(wf  на отрезке области равномерного распре-

деления случайной величины )rp,rp(pr +-= . Подинте-
гральная функция это нормальный закон распределе-
ния с центром рассеяния u  и средним квадратическим
отклонением ps , а интеграл – это вероятность попа-

дания случайной величины, подчиненной этому закону

на отрезок )rp,rp(pr +-= , поэтому можно записать:
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функция нормального распределения [63].
Теперь нужно вычислить плотность функции распре-

деления случайной величины v  как разности случай-
ных величин u  и w  по формуле:
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Выше было показано, что функцию )u(F  можно
представить в виде разложения в степенной ряд.  Ис-
пользуя это разложение, запишем функцию )v(vf :
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где
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После преобразований и взятия интеграла получаем:
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s3u4q2ul2u2B DDDDDD +-= ;

s3u2lu2C DDDD -= ;

--+= uuuD ; 5,2i,iuiuiu =--+=D .

И, наконец, плотность распределения функции j
получаем как плотность распределения частного от
деления величин v  и qq + . Учитывая, что равномер-
ная плотность функции распределения величины

qq + , обозначаемая через )q(qf  равна:
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Функция )(f j вычисляется по формуле:
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После интегрирования получаем:
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где 4,2i,iqiqiq =--+=D .

Используя плотность функции распределения слу-
чайной величины j  получаем выражения для ее ма-
тематического ожидания и дисперсии:
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где

5,2i,ii
i =--+= jjjD .

Рассмотрим теперь вариант, когда элементарные слу-
чайные величины распределены по нормальному зако-
ну. В этом случае алгоритм вычислений плотности рас-
пределения случайной величины j  схож с алгоритмом
вычисления случайной величины z  в прямой задаче с
аналогичным строением этой функции и нормальным
распределением элементарных случайных величин.
Различие состоит в числителе, который в данной задаче
представляет собой разность случайных величин.

Плотность распределения случайной величины
wuv -= , где rppru -=  и rpw =  с нормально распре-

деленными компонентами также будет нормальной с
математическим ожиданием, равным разности мате-
матических ожиданий компонентов и дисперсий:
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где wMpMrrMpvM --= ; 2
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2
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2r2
r

2p2
v ssss --= .

Все параметры в этой функции являются параметра-
ми элементарных случайных величин, распределения
которых предполагаются известными (в данном случае
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нормальные распределения) и, следовательно, извест-
ны сами параметры, за исключением параметров wM  и

2
ws  случайной величины w , которые надо определить.

Выше была определена функция распределения этой
случайной величины. Используя её можно вывести
формулы для расчета параметров wM , 2

ws :
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При интегрировании по всей числовой оси эти инте-
гралы расходятся, поскольку при их выводе использо-
вались приближения. Чтобы избежать бесконечности
будем интегрировать на конечном интервале, который
можно найти исходя из того, что подинтегральные вы-
ражения представляют собой произведения параболы
на монотонно возрастающие функции, проходящие
через 0. Поэтому в качестве интервала интегрирова-
ния возьмем интервал, обозначаемый )w,w( +-  и оп-

ределяемый корнями уравнения:
0)2DwC( =+ .

После интегрирования получаем:
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где 5,2i,iwiwiw =--+=D .

Функция )q(qf  в случае нормального распределе-

ния записывается в виде:
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И, наконец, плотность распределения функции j
получаем как плотность распределения частного от
деления величин v  и qq+  по формуле:
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выражение для функции )(f j можно проинтегрировать:
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Окончательно математическое ожидание и диспер-
сию случайной величины j , обозначаемые через jM

и jD , получаем по формулам:

jjjj d)
0

(fM ò
+¥

= ; jjjj d)
0

(f2D ò
+¥

= .

Эти интегралы на положительной полуоси расходят-
ся. Для получения конечных значений этих интегралов
надо выполнить интегрирование на конечном интерва-
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ле. Поскольку функция распределения )(f j  является
функцией нормальных распределений, то целесообраз-
но выбрать этот конечный интервал как объединение
конечных интервалов нормальных распределений, вхо-
дящих в ее состав. В качестве таких интервалов могут
быть выбраны интервалы переменных v  и qq + , рав-
ные соответственно v3s  и q3s , которые обозначим

через )v,v( +-  и )q,q( +- . Тогда интервал интегриро-

вания по j , обозначаемый через ),( +- jj , будет оп-

ределяться как
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Для упрощения интегрирования разложим экспоненту
в ряд Тейлора, оставив 2 члена разложения. Такое при-
ближение определяется тем, что эта функция изменя-
ется медленно и асимптотически приближается к 1, по-
этому достаточно использовать линейное приближение.
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Взяв интегралы получаем:
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Выводы
В пятой части части статьи приводится алгоритм расчета

полной стоимости заданного производственного проекта на
основе данных оптимального моделирования производствен-
ных процессов, разработанного во второй части статьи. Кроме
того, в пятой части разработана динамическая модель произ-
водственных процессов на предприятии, которая существенно
отличается от динамической модели третьей части. Последняя
модель ориентирована на моделирование производственных
процессов на предприятиях на подготовительной стадии, когда
осуществляется перепрофилирование имеющихся предпри-
ятий и строительство новых предприятий и цехов.

После того, как запущены предприятия, выпускающие конеч-
ную продукцию в соответствии с заданным производственным
проектом, начинается сбыт этой продукции и появляется до-
ход, т.е. начинается вторая стадия реализации этого производ-
ственного проекта – переход на самоокупаемость, динамику
которой требуется моделировать по иному, учитывая получае-
мый доход, зависящий от характера сбыта, и его распределе-
ние на элементы затрат.

Динамическая модель этой стадии реализации производст-
венного проекта также включает основные элементы модели
третьей части статьи, связанные с материальными и трудовы-
ми затратами. Требуемые трудовые ресурсы определяются в
модели третьей части статьи и поэтому в данной модели при-
нимаются заданными экзогенно.

Элементы модели третьей части статьи дополнены новыми
элементами, отражающими приход, расход и остаток денеж-
ных средств в наличной и безналичной форме, более деталь-
ный состав затрат и себестоимости производства продукции,
амортизацию основных средств, расчет всех уплачиваемых
предприятием налогов и отчислений в фонды, получение и вы-
плату кредитов и займов.

Учитываются также возможные задержки сбыта выпускаемой
продукции, различные формы оплаты за проданные товары,
включая продажи с полной оплатой, оплатой в рассрочку, пре-
доставление товарного кредита. При задержках сбыта учиты-
ваются ограничения на складские помещения готовой продук-
ции. При превышении этих ограничений производство приос-
танавливается до рассасывания товарных излишков.

Предусмотрены также ограничения на производств конеч-
ной продукции исходя из имеющихся в текущий момент вре-
мени на складах количества исходных материалов и ком-
плектующих, которые, в свою очередь, зависят от их закупок
в предыдущие периоды времени. Учитываются также ограни-
ченные размеры складских помещений для хранения исход-
ных материалов и комплектующих. При превышении этих за-
пасов закупки приостанавливаются до требуемого снижения
объема запасов.

Кроме этого включен механизм пополнения оборотных
средств за счет кредитов и займов. На каждом шаге по време-
ни при недостатке оборотных средств рассчитываются необхо-
димые размеры кредитов и займов, что позволяет рассчитать
общий объем необходимых кредитов, распределение во вре-
мени их получения и выплаты долгов и процентов по ним.
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Разработанная динамическая модель позволяет рассчиты-
вать различные варианты выпуска продукции в зависимости от
различных значений количественных параметров модели и
различных сценариев сбытовой и производственной политики и
определить для них сроки окупаемости производственного про-
екта. Кроме этой задачи, называемой прямой, разработанная
динамическая модель позволяет решать и обратную задачу, а
именно определение тех ресурсов, которые необходимы для
выпуска заданного количества продукции, как функции времени.

Как и в модели третьей части статьи в данной модели разра-
ботан механизм учета неопределенности основных парамет-
ров. Этот механизм также построен на основе представления
стохастического динамического процесса в виде цепей Марко-
ва. В качестве законов распределений элементарных случай-
ных величин выбраны два варианта: равномерное и нормаль-
ное распределения. Разработаны алгоритмы расчета основ-
ных характеристик случайного динамического процесса –
математического ожидания и дисперсии на каждом шаге во
времени в прямой и обратной задачах, что позволяет учесть
технические и экономические риски при реализации заданного
производственного проекта и определить возможные отклоне-
ния выходных показателей, такие как выход на максимальные
мощности, сроки окупаемости проекта и др.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе представлена разработанная автором ма-

тематическая модель реализации группой предприятий про-
изводственного проекта. Основу модели составляет система
уравнений производственных связей между предприятиями,
реализующими заданный производственный проект. Эта сис-
тема уравнений получена автором посредством видоизмене-
ния уравнений межотраслевых связей математической моде-
ли межотраслевого баланса (модели Леонтьева).

Математическая модель производственных связей между
предприятиями сформулирована в виде динамической, оптими-
зационной и стохастической системы. Оптимизация осуществ-
ляется по трем критериям, два из которых требуется максими-
зировать, а один минимизировать. Стохастический характер
модели определяется тем, что элементарные параметры (па-
раметры самого нижнего уровня) модели считаются случайны-
ми величинами, для которых задаются функции распределения.

Эти параметры не являются случайными величинами в соб-
ственном смысле, а представляют собой имитацию случайных
величин в виде имитации неопределенности параметров. При
этом используемые различные функции распределения пред-
ставляют собой различные виды учета неопределенности па-
раметров. Равномерное распределение выражает такой вид
неопределенности, когда ничего нельзя сказать о предпочти-
тельности того или иного значения параметра, кроме того, что
эти значения заключены в определенном интервале. Нормаль-
ное распределение выражает вид неопределенности, когда
имеется информация о предпочтении значений параметров, и
эти предпочтения выражаются в виде наиболее распростра-
ненного закона распределения случайных величин.

Алгоритм решения поставленной математической задачи
разработан автором на основе ряда принципов и методов. В
качестве общего принципа использован принцип декомпози-
ции. Согласно этому принципу поставленная динамическая
оптимизационная и стохастическая задача декомпозируется на
связанные между собой задачи – статическую оптимизацион-
ную и динамическую оптимизационную, каждая из которых в
свою очередь рассматривается в детерминированной и сто-
хастической постановке. Логика этого разбиения состоит в том,
что по содержательному смыслу решение статической оптими-
зационной задачи представляет собой конечную точку по вре-
мени решения динамической оптимизационной задачи. Далее,
зная начальную и конечную точку по времени, решается дина-
мическая оптимизационная задача на быстродействие.

Статическая оптимизационная задача является нелинейной
оптимизационной задачей, в силу нелинейности целевой
функции, а в состав ограничений этой задачи входят величи-
ны, которые сами должны быть получены в результате ее
решения. Кроме того эта оптимизационная задача является

многокритериальной. В состав критериев входят объем про-
изводства продукции в заданном ассортименте, объем про-
изводства продукции в свободном ассортименте и общая
стоимость работ по перепрофилированию предприятий и це-
хов. При этом первые два критерия требуется максимизиро-
вать, а последний минимизировать.

Эта задача также решается на основе принципа декомпози-
ции и метода условной оптимизации. Нелинейная оптимизаци-
онная многокритериальная задача разбивается на несколько
взаимосвязанных однокритериальных линейных оптимизаци-
онных задач, в которых значения двух других критериев зафик-
сированы. Для однокритериальных задач разработаны доста-
точно простые алгоритмы решения, а общая задача решается
методом последовательных приближений посредством циклов
решений взаимосвязанных однокритериальных задач, в кото-
рых оптимизируется один критерий, а два других принимаются
равными решениям из предыдущего цикла. В рамках статиче-
ской оптимизационной задачи также решается задача опти-
мального размещения мощностей строительных предприятий
по строительным объектам.

Динамическая оптимизационная задача решается методом
динамического программирования на основе принципа опти-
мального управления Беллмана. Для упрощения численного
решения на компьютере, система уравнений и ограничений ди-
намического процесса записаны в конечно-разностной по вре-
мени форме. Эта система разбита на блоки и расчет в блоках
осуществляется в той последовательности, которая отражает
реальные производственные процессы на предприятии.

В состав динамической модели в качестве отдельного блока
включена оптимизационная модель подготовки необходимых
кадров на предприятиях. В качестве исходных данных для этой
модели используются данные, получаемые в результате ре-
шения статической оптимизационной задачи и представляю-
щие собой количество и структуру кадров на предприятиях в
начале и конце периода реализации заданного производствен-
ного проекта. В модели подготовки кадров осуществляется оп-
тимальное по критерию минимума времени переобучение
имеющихся и вновь принимаемых кадров на те специальности
и в том количестве, которые требуются для реализации задан-
ного производственного проекта. В результате решения этой
задачи моделируется динамика трудовых ресурсов, которые
могут включиться в производственную деятельность. Эти ре-
сурсы служат ограничениями в собственно динамической мо-
дели производственной деятельности на предприятии.

Динамическая модель разработана в двух вариантах, отра-
жающих этапы реализации заданного производственного про-
екта группой предприятий. На первом этапе осуществляются
подготовительные работы по перепрофилированию и строи-
тельству новых предприятий и цехов, подготовке трудовых ре-
сурсов. Эти работы финансируются за счет инвестиций в реа-
лизацию заданного производственного проекта. Стоимость
этого проекта, в основном, определяется на основе решения
статической многокритериальной задачи как стоимост строи-
тельных работ, работ по перепрофилированию предприятий и
цехов, стоимости вновь устанавливаемого оборудования,
стоимости подготовки кадров и стоимости проектных работ.

После того, как подготовительные работы завершены, начи-
нается второй этап реализации производственного проекта –
переход на самоокупаемость. На этом этапе требуется опре-
делить такие показатели, как время выхода выпуска продукции
на заданную или предельную мощность, срок окупаемости про-
екта и др. Для определения этих характеристик в динамиче-
ской модели второго этапа введены финансовые блоки – блок
учета выручки от сбыта продукции, блок расчета себестоимо-
сти выпускаемой продукции и учета всех видов затрат, блок
расчета необходимых размеров кредитов и займов, учета их
получения и погашения и другие блоки.

Финансовые блоки позволяют в каждой точке по времени по-
лучать численные значения доходов и расходов, прибыли или
убытков, денежные остатки в наличной и безналичной форме,
требуемые суммы кредитов и займов, полученные суммы кре-
дитов и займов и суммы, направленные на погашение основ-
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ных долгов и процентов по ним, уплачиваемы налоги и отчис-
ления в фонды и другие финансовые показатели.

Кроме того, в динамической модели второго этапа более де-
тально отражены процессы заготовления исходных материа-
лов комплектующих и сбыта готовой продукции на предпри-
ятии. Включены ограничения на площади складских помеще-
ний для хранения исходных материалов и комплектующих и
готовой продукции. При переполнении складских помещений
для хранения исходных материалов и комплектующих модели-
руется снижение их закупок в предыдущие интервалы време-
ни, поскольку их поступление предусмотрено с задержкой по-
сле оплаты или подписания договора о поставке. При пере-
полнении складов готовой продукции также предусмотрено
снижение ее выпуска до объема, позволяющего разместить на
складе. Имеется возможность моделировать различные сце-
нарии сбыта готовой продукции: сбыт всей выпускаемой про-
дукции, сбыт продукции в заданных объемах, задержки в сбыте
и другие варианты.

После того как эти задачи решены в детерминированной по-
становке, осуществляется решение в стохастической постанов-
ке, сначала статической оптимизационной задачи. Последняя
задача относится к числу задач пассивного стохастического про-
граммирования, поскольку в ходе ее решения не предполагается
коррекции управляющих воздействий. В результате решения
этой стохастической задачи определяются ее числовые харак-
теристики, такие как математические ожидания и дисперсии вы-
ходных показателей. Эти значения могут существенно отличать-
ся от решения статической оптимизационной задачи в детерми-
нированной постановке и поскольку последнее решение служит
в качестве исходных данных для динамической модели, то рас-
чет на ней также в детерминированной постановке повторяется.

После этого для получения окончательного суждения о ходе
динамического процесса с учетом технических и экономических
рисков, осуществляется решение динамической оптимизаци-
онной задачи в стохастической постановке. Последняя задача
решается на основе представления динамического оптимиза-
ционного процесса в виде цепей Маркова. В результате ее ре-
шения на каждом шаге по времени определяются переходные
функции, с помощью которых вычисляются числовые характе-
ристики стохастического динамического процесса, такие как
математические ожидания и дисперсии выходных показателей.
Получены формулы для этих характеристик с учетом двух ви-
дов законов распределений элементарных параметров задачи
– равномерного и нормального, что позволяет получить более
обоснованные оценки технических и экономических рисков при
реализации заданного производственного проекта.
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Романов Борис Александрович

РЕЦЕНЗИЯ
Работа Романова Б.А. посвящена исследованию важной задачи

управления функционированием и взаимодействием производствен-
ных единиц (предприятий) в ходе реализации совместного производственного
проекта. Рассматривается некоторое ограниченное множество произ-
водственных предприятий, способных по своим технологическим возможно-
стям выпускать заданную продукцию, множество предприятий, которые необ-
ходимо перепрофилировать для выпуска этой продукции, а также вновь
создаваемых предприятий, если существующих недостаточно. Модель функ-
ционирования структуры строится по аналогии с моделью межотраслевого
баланса (или модели «затрат - выпуска» Леонтьева). Приводится общая
постановка многокритериальной динамической нелинейной стохастиче-
ской оптимизационной задачи реализации проекта, она дополняется уче-
том неопределенности некоторых параметров, отражающей технические
и экономические риски проекта. В общем виде решение такой задачи за-
труднительно, поэтому автор прибегает к многоуровневой ее декомпози-
ции с дополнительной декомпозицией еще и на отдельных уровнях. В конеч-
ном счете все декомпозированные задачи сводятся к линейным однокри-
териальным задачам, при этом общая задача решается методами
последовательных приближений.

В целом данная работа представляет определенный научный интерес, а дос-
тигнутые в исследовании результаты по разработке приемлемого ал-
горитма определения оптимальных решений системы уравнений модели об-
ладают признаками научной новизны и заслуживают положительного отноше-
ния.

Клейнер Б.Г., член-корр. РАН, профессор, зам. директора ЦЕМИ
РАН
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