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8.2. ОПТИМИЗАЦИОННОЕ МОДЕ-
ЛИРОВАНИЕ ИНВЕСТИЦИ-

ОННОГО ПОРТФЕЛЯ
Мальцев А.С.,

Евлампиев А.Р.
В статье приводится алгоритм формирования оптимального инвести-

ционного портфеля, в качестве оптимизационного параметра которого
выступает максимизация чистая приведённая стоимость (Net Present
Value, NPV) проектов, на допустимом множестве, которое формируется
из ограничений по бюджету, сроку окупаемости, рентабельности инве-
стиций и темпа падения денежных средств. Причём в качестве ограни-
чения по бюджету наличности выступает значение, полученное как точка
пересечения графиков (Investment Opportunity Schedule, IOS) графика
инвестиционных возможностей и предельной стоимости капитала ком-
пании (Marginal Cost of Capital Schedule, MCC) и представляет собой
графическое изображение средневзвешенной стоимости капитала как
функции объёма привлекаемых финансовых ресурсов.

Оптимизационная задача решается симплекс-методом с последую-
щим добавлением дополнительных ограничений согласно методу Гомо-
ри, что даёт целочисленные значения долей оптимизационного портфе-
ля, что, в свою очередь, даёт возможность дать количественную оценку
приоритетности инвестиционных проектов, формируемого портфеля.

1. РАСЧЁТ И АНАЛИЗ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
ПОКАЗАТЕЛЕЙ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ
ИНВЕСТИЦИОННЫХ ПРОЕКТОВ

Авторы статьи рассматривают некоторую гипотетиче-
скую энергетическую компанию с условным названием
«APOLLO», которая формирует свой оптимальный ин-
вестиционный портфель из потенциальных проектов.

F ¢  – проект, полученный на основе денежных потоков
проекта F , методом цепного повтора в рамках общего
срока действия формируемого инвестиционного портфе-
ля, длительность которого равна максимальному периоду
расчёта одного из проектов (7 лет), входящего в портфель.

Далее приводим расчётные формулы для инте-
гральных показателей, с комментариями.

Главным интегральным показателем при принятии
решения о реализации инвестиционного проекта явля-
ется чистая приведённая стоимость проекта (Net Pre-
sent Value, NPV ), которая рассчитывается по форму-
ле для схемы денежных потоков постнумерандо
(обычная схема денежных потоков для инвестицион-
ных проектов):

( )
å ³

+
-

=
=

-

T

1t
1t

M

j
t

j
t

M
j 0

)WACC1(
ICF)WACC(NPV ,  (1.1)

где
формула NPV j -го проекта и условие реализуемо-

сти проекта, входящего в инвестиционный портфель,
на основе этого критерия для схемы денежных потоков
постнумерандо, N,1j = ;

MWACC  – предельное значение стоимости капитала
(Weighted Average Cost of Capital, WACC ), форми-
рующее бюджет инвестиционного портфеля;

jT  – длительность прогнозного периода (период
расчёта интегральных показателей) j -го проекта;

j
tCF  – величина денежного потока за период време-

ни t  для j -ого проекта;
jI  – величина капитальных вложений (инвестицион-

ные затраты) j -ого инвестиционного проекта, или для
инвестиционного портфеля.
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где индекс рентабельности j -го проекта (Profitability
Index, PI ), входящего в инвестиционный портфель,
учитывает ценность отдачи инвестиционных вложений
на единицу вложенных средств.

Таблица 1

ЗНАЧЕНИЯ ДЕНЕЖНЫХ ПОТОКОВ И ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ
ИНВЕСТИЦИОННЫХ ПРОЕКТОВ

млн. руб.
Год A B C D E F F ¢ G

1 -140 -140 40 -400 -200 -100 -100 -350
2 80 110 -250 220 140 80 80 115
3 85 110 160 220 150 90 90 115
4 85 115 170 230 160 110 0 115
5 100 -30 200 230 165 0 80 120
6 100 0 0 230 0 0 90 120
7 0 0 0 230 0 0 110 120

dk ,% ставка
процента по кредиту.

0 0 14 14 0 0 0 -

T  длительность
проекта, лет.

6 6 5 7 5 4 7 7

Источник
финансирования.

Собственные
средства

Собственные
средства

Заёмные
средства

Заёмные
средства

Собственные
средства

Собственные
средства

Собственные
средства

NPV , млн. рублей. 157,207 165,750 170,290 253,500 177,317 110,239 176,286 -13,166
IRR ,% 54,2 68,50 78,10 34,90 52,37 70,50 68,92 13,5
DPP , лет. 3,108 2,532 3,503 4,352 3,010 2,446 2,446 >7
PI . 2,123 2,184 1,783 1,634 1,887 2,102 2,022 0,962
ARR ,%. 53,6 50,0 42,4 30,7 53,5 70,0 30,6 18,2

n  темп падения

денежного потока.
3,26 3,562 4,187 7,35 4,488 3,388 4,44 72,58
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Расчётное значение дисконтированного периода
окупаемости jDPP j -го проекта находится из урав-

нения å
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ции )t(NPV j j -го проекта на концах отрезке 1kt +  и kt
имеет разные знаки, то значение jDPP j рассчитывает-
ся по приближённой формуле, полученной на основе
уравнения, проходящей через две точки:
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Расчётная формула для нахождения внутренней нор-
мы рентабельности (Internal Rate of Return, IRR ) проек-

та имеет следующий вид: 0I
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Проект принимается к реализации. Обычно при расчёте
IRR , в случае, если 0)IRR(VNP )k(j ¹¢  используется
итерационная (численная) формула Ньютона-Рафсона,
имеющая квадратичную сходимость:
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Согласно теореме о достаточных условиях сходимо-
сти метода Ньютона-Рафсона должны выполняться
четыре условия:
1. Функция )IRR(NPV )k(j  определена и дважды диф-

ференцируема на отрезке ]b,a[ , нахождения IRR .
2. Отрезку ]b,a[  принадлежит только один простой

корень IRR , так что 0)b(NPV*)a(NPV < .
3. Производные )IRR(VNP )k(j¢ , )IRR(VNP )k(j¢¢ на ]b,a[

сохраняют знак.
4. Начальное приближение 0jIRR удовлетворяет не-

равенству )IRR(VNP)IRR(NPV )0(j)0(j ¢¢´ > 0 (знаки

функций )IRR(NPV j и )IRR(VNP j¢¢  в точке )0(jIRR
совпадают).

Четвёртое условие теоремы о достаточных условиях
сходимости метода Ньютона-Рафсона, авторы работы
доказывают исходя из соображений, что итерационная
последовательность { }IRR  сходится в пределе к *IRR
монотонно, если выполняется неравенство

0
IRRIRR

IRRIRR0
k

1k £
-
-

£
*

+* . В соответствии с формулой

Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа имеем:
*)IRR(VNP)IRR(NPV0)x(NPV kk ¢+==*

2
)IRRIRR()IRR(VNP)IRRIRR(*

2
k

k
-¢¢+- *

* ,

где точка x  лежит между kIRR  и *IRR . Поэтому с
учётом (1.4) можно записать следующее равенство:
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Таким образом, последовательность { }IRR  является

монотонной, если 0
)IRR(NPV
)IRR(VNP

k

³
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, то есть достаточ-

ным условием монотонной сходимости метода Ньюто-
на-Рафсона будет постоянство в интервале между
точками 0IRR  и *IRR  знака производной )IRR(VNP ¢¢

и совпадение его со знаком )IRR(NPV 0 ,  то есть вы-
полнение четвёртого условия вышеприведённой тео-
ремы.

В противном случае, например, для проекта B, как
это видно на рис. 1 в случае, когда начальное прибли-
жение )0()0( rWACC =  находится слева от критической
точки второго рода (точки перегиба) 6804,0r -=¢¢  по-
лучается расходящаяся последовательность на осно-
ве метода Ньютона. В случае попадания первого при-
ближения в интервал [ ]IRRr,r 1 =¢¢  итерационная по-
следовательность сходится.

WACCM

WACCM
(0)

WACCM
(1)

WACCM
(2) = -1,834

точка перегиба

NPV

IRR = 0,685

Рис. 1. Расходящаяся последовательность, при
некорректном выборе начального приближения

)0(
MWACC , в случае нахождения корней уравнения

0)WACC(NPV )0(
M =  для проекта B

Как видно из рис. 1 проект B  имеет два корня урав-
нения 0)WACC(NPV )0(

M = , один из которых 1MWACC
не имеет экономического смысла в силу своего отрица-
тельного значения. Отток денежных средств для таких
проектов, как B  может быть связан с рекультивацией
земельных участков, например, на угольных шахтах, где
добыча угля производится открытым способом, либо
затраты по демонтажу оборудования при окончании
жизненного цикла проекта. Например, затраты по де-
монтажу отдельных энергоблоков АЭС.

В случае проекта C  мы имеем, так называемую, не-
ординарную схему денежных потоков, то есть последо-
вательное чередование знаков «-» и «+», что в итоге
приводит к тому, что уравнение 0)WACC(NPV M =

проекта C  имеет два корня %1,78IRRWACC 1M ==  и
%432WACC2 = , как это показано на рис. 2. К расчёту

принимается первый корень уравнения, который назы-
вается нормальным, поскольку, проходя через его зна-
чение %1,78WACC 1M =  функция )WACC(VNP M¢ меня-
ет знак с «+» на «-», и такой корень уравнения

0)WACC(NPV M =  называется нормальный, а второй
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корень %432WACC 2M =  трактуется, как аномальный
корень.

Линия недостижимого
нижнего предела

Линия недостижимого
верхнего предела

+

_

+0,781 4,32

WACCM, %

NPV

0)'(,0)'( >¢¢=¢ MM WACCVNPWACCVNP

1,56

NPV''(WACCM'')=0

Рис. 2. Графическое изображение множественно-
сти корней уравнения 0)WACC(NPV M =

для проекта с

1.1. Расчёт доходности собственного
капитала инвестиционных проектов,
формирующих инвестиционный
портфель

Вообще говоря, при включении в денежный поток от
финансовой деятельности затрат по обслуживанию
кредита (выплата процентов) проекта денежные пото-
ки дисконтируются по ставке дисконтирования, равной
доходности собственного капитала sr .

При расчёте ставки дисконтирования авторы статьи
применяют метод «доходности облигаций плюс премия
за риск», на основе которого оценивается превышение
средней рыночной доходности акций над облигациями
(с рейтингом A ). Поскольку формируется инвестицион-
ный портфель электроэнергетической компании, то
следует принимать во внимание среднеотраслевое
значение рентабельности собственного капитала ROE
(Return on Equity) для ведущих мировых электроэнерге-
тических компаний, акции которых котируются на Нью-
Йорской фондовой бирже ( NYSE ,  New  York  Stock  Ex-
change), значение которого равняется 11,6%, по данным
www.yahoo.finance.com на июль 2006 года.

Среднерыночная доходность американского фондо-
вого рынка рассчитана на основе динамики индекса

500-P&S  по формуле:
Доходность индекса =
= 1i500-P&S + / i500-P&S – 1 = 9,9%,

где
1i500-P&S + = 1297,5 – значение индекса за март

2006 года;
i500-P&S  = 1180,6 – значение индекса за март 2005

года.
Как видно данное значение согласуется со средне-

отраслевым значением %6,11ROE =  для ведущих
мировых золотодобывающих компаний. Таким обра-
зом, среднерыночное значение доходности по данным
американского фондового рынка принимается в раз-
мере 11% годовых. Для оценки значения премии за

риск по акциям, показывающей разность между сред-
нерыночной доходностью индекса (акций) и облигаций
(с рейтингом A ) авторы статьи проанализировали до-
ходность корпоративных еврооблигаций ведущих ком-
паний мира на 01.03.2006 года по данным агентства
Reuters, значения которых представлены в табл. 2.

Таблица 2

ЗНАЧЕНИЕ ТЕКУЩИХ И ПРОГНОЗНЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ДОХОДНОСТЕЙ АМЕРИКАНСКОГО ФОНДОВОГО

РЫНКА И ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СЕКТОРА
ЭКОНОМИКИ НА 01.03.2006 г.

Значение доходности Электроэнергетика
Electric Utilities. 500-P&S

Текущее значение (this year) 11,2% 12,2%
Прогнозный год (next year) 12,5% 10,0%
Прогноз на предстоящие
пять лет (next 5 years), из
расчёта годовой доходно-
сти (per annum).

6,4% 10,5%

EP/ 2,33 1,42
Таблица 3

ЗНАЧЕНИЕ ДОХОДНОСТЕЙ К ПОГАШЕНИЮ ЕВРО-
ОБЛИГАЦИЙ ВЕДУЩИХ КОМПАНИЙ МИРА НА

01.03.2006 г.

№ Эмитент Дата
погашения

Купон
(% от ном.)

YTM
(% годовых)

1 Toyota Motor Co 11.06.2007 7,0 4,95
2 General Electric 22.09.2008 5,75 4,92
3 Deutsche Telecom 15.06.2010 8,0 5,32
4 JP Morgan Chase 15.08.2006 5,625 4,61
Принимая во внимание даты погашения корпоратив-

ных облигаций и их значения, авторы статьи приняли
среднерыночное значение по облигациям класса A на
уровне 4,8% годовых.

Тогда значение премии за риск по акциям над облига-
циями класса A  равняется =-=-= 8,411rrPR BONDAMB/M

%2,6=  годовых.
Поскольку данная PR  имеет валютное значение до-

ходности, а основной валютой расчёта при прогнози-
ровании денежных потоков являются рубли, то полу-
ченное значение следует перевести в рублёвое на ос-
нове теоремы о паритете валютных ставок (interest-
rate parity), которая представляет собой особый случай
применения модели фьючерсной цены.

В качества примера можно привести стратегию, свя-
занную с инвестированием некоторой суммы M  в руб-
лях в гособлигации РФ с валютной доходностью RUBLr ,
которая принесёт через год денежные средства в раз-
мере )r1(*M rubl+ . Стратегия, связанная с инвестиро-
ванием этой же суммы M  в гособлигации США с до-
ходностью USDr , при обменном спотовом курсе USD/RUBLS
и форвардном курсе USD/RUBLf принесёт через год сумму

в долларах США в размере )r1(
s
fM USD

RUBL/USD

RUBL/USD +´´ .

( USD/RUBLS и USD/RUBLf  выражены в рублях за доллар
США). Поскольку сумма, полученная в результате этих
стратегий, одинакова ( M ), то и выплаты по ним также
должны быть равны. Отсюда получаем нижеследующее
равенство.
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USD/RUBL

USD/RUBL

USD
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f

r1
r1
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где:
USDr – значение доходности к погашению (Yield to

maturity) гособлигаций США, номинальная стоимость
которых выражена в долларах США;

RUBLr  – значение доходности к погашению гособлига-
ций РФ, номинальная стоимость которых выражена в
рублях;

USD/RUBLf – форвардный курс доллара рубля к долла-
ру США;

USD/RUBLS – текущий обменный спот-курс рубля к дол-
лару США.

Тогда для случая расчёта премии за риск:

=-
+

= 1
fs

)PR1(
PR

USD/RUBLUDSD/RUBL

USDB/M
.BRUBL/M

%63,61
134,28/0203,28

062,01
=-

+
= ,

где
0203,28f USD/RUBL =  – форвардный курс рубля к дол-

лару, 1336,28S USD/RUBL =  – текущий обменный спот-
курс рубля к доллару на закрытие на 17 февраля 2006
года по данным ММББ на 02 марта 2006 года.

Предположим, что требуемая доходность собственно-
го капитала любой компании превышает её цену заём-
ного капитала на величину некоторой премии за риск.
Если учитывать, что на начало 2006 года цена рублё-
вых кредитов со средним сроком кредитования 52 ¸
лет составляет %1512rd ¸=  в зависимости от риска
проекта, то тогда рублёвое значение доходности собст-
венного капитала для российских энергетических ком-
паний можно рассчитать как =+=+= 63,612PRrr B/Mds

%5,1863,18 »= годовых.
Суммарное значение среднерыночного значения

премии за риск MPR  рассчитывается как разность ме-
жду безрисковой составляющей ставкой дисконтиро-
вания и значением доходности собственного капитала.

Безрисковая ставка (riskfree rate) – ставка доходности
от инвестиций в безрисковый актив, значение которой,
при этом, является определённой. Поскольку неопреде-
лённость конечной стоимости безрискового актива от-
сутствует, то, по определению, стандартное отклонение

)0( =s для безрискового актива равно нулю. В свою
очередь, это означает, что ковариация между ставкой
доходности по безрисковому активу и ставкой доходно-
сти по любому рисковому активу равна нулю. Это станет
очевидным, если вспомнить, что ковариация доходов по
любым двум активам i  и j  равна произведению коэф-
фициента корреляции активов и стандартных отклоне-
ний этих двух активов: jiijijCov ssr= . Если 0j =s  для
безрискового актива i , то 0Cov ij = .

Для расчёта значения безрисковой ставки дисконти-
рования авторы статьи взяли динамику доходности к
погашению гособлигаций РФ и на основе классическо-
го метода наименьших квадратов (МНК) получили за-
висимость:

2
f t0057,0t196,0432,5r ´-´+= (1.1.1)

Коэффициент парной корреляции данного уравнения
регрессии равен 927,0R = , что свидетельствует о
высокой степени полученной зависимости.

Поскольку анализируемые инвестиционные проекты
имеют различные периоды расчёта интегральных по-
казателей (T ), то значение fr  проектов на основе
формулы также отличается (см. табл. 1).

r = YTM = 5,432 + 0,196t - 0,0057t 2
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Рис. 3. График доходности к погашению

(YTM , Yield to maturity) для государственных обли-
гаций РФ на 10.07.2006 года по данным ММВБ

Период расчёта интегральных показателей проекта
(T ) и срок обращения гособлигаций, значение доход-
ности к погашению (yield to maturity) которых берётся в
качестве безрисковой составляющей ставки дисконти-
рования, должны совпадать. В противном случае дан-
ная ценная бумага с отличным сроком обращения не
рассматривается как безрисковый актив.

Рассмотрим две ситуации:
1. Срок инвестирования (период владения) в государст-

венные ценные бумаги меньше, чем срок погашения.
2. Срок инвестирования (период владения) в государст-

венные ценные бумаги больше, чем срок погашения.
В первом случае возникает ситуация неопределён-

ности по отношению к процентной ставке, значение
которой может измениться в течение периода владе-
ния, что повлечёт к изменению рыночной стоимости
ценной бумаги. Следовательно, возникновение подоб-
ного риска процентной ставки (interest-rate risk) делает
стоимость ценной бумаги неопределённой, и, она в
свою очередь, уже не может рассматриваться как без-
рисковый актив.

Второй случай представляет ситуацию, когда потен-
циальный инвестор не обладает информацией в нача-
ле инвестирования, какой будет процентная ставка к
моменту погашения ценной бумаги. То есть инвестор
не знает величины процентной ставки, по которой до-
ходы от ценной бумаги могут быть реинвестированы
на оставшийся период владения. Присутствие риска
ставки реинвестирования (reinvestment-rate risk) для
ценных бумаг со сроком погашения меньшим, чем пе-
риод владения (период инвестирования), означает,
что такие ценные бумаги не могут считаться безриско-
вым активом.

Например, в качестве безрисковой составляющей
ставки дисконтирования для проекта с прогнозным пе-
риодом, равным пять лет, принимают доходность к по-
гашению гособлигаций развитых стран через пять лет,
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поскольку расчёт интегральных показателей проекта
производится на период, равный пяти годам. То есть
срок инвестирования (период владения) в альтернатив-
ный безрисковый актив (гособлигации развитых стран) и
срок погашения по этим ценным бумагам должны сов-
падать. В противном случае данные ценные бумаги не
могут рассматриваться как безрисковые активы.

Поскольку, формируемый инвестиционный порт-
фель, рассматривается как единый актив, расчётный
период которого равняется наибольшему периоду од-
ного из жизненных циклов проекта, входящего в порт-
фель, тогда в нашем случае на основе (1.1.1) при

7t = ; %525,6rf = . Тогда среднерыночное значение
премии за риск равняется:

%12975,11525,65,18rrPR fSM »=-=-= .

2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА
ИНВЕСТИЦИОННЫХ ВОЗМОЖНОСТЕЙ

Наглядное представление принципов формирования
оптимального бюджета капиталовложений показано на
рис. 4, где представлен график инвестиционных воз-
можностей (Investment Opportunity Schedule, IOS ) ком-
пании «APOLLO», при построении которого инвестици-
онные проекты (см. табл. 1) упорядочиваются по убы-
ванию IRR , при этом на оси абсцисс откладываются
соответствующие объёмы капиталовложений, необхо-
димые для финансирования очередного проекта.

250 350 490 690 1090 1440

Потребность в дополнительном капитале, млн. рублей
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IRR, %
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Рис. 4. График инвестиционных возможностей
компании «APOLLO»

В нашем примере проекты A  и B  являются взаимо-
исключающими, и компания «APOLLO» имеет два воз-
можных графика IOS : один представлен на рис. 1
пунктирной линией, включающей проекты C, F, A, E, D
и G, а другой график представлен сплошной линией и
учитывает проекты C, F, B, E, D и G.

3. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА
ПРЕДЕЛЬНОЙ ЦЕНЫ КАПИТАЛА

Поскольку главной целью статьи является изложе-
ние методического подхода, формирования оптималь-
ного инвестиционного портфеля, с количественной
оценкой приоритетности каждой инвестиции, то резон-
но возникает вопрос – может ли «APOLLO» привле-
кать новый заёмный капитал с ценой 12% и 14% в не-

ограниченном объёме? Ответ таков: конечно нет. Если
компания в течение некоторого периода времени при-
влекает всё большие и большие суммы, цена долга и
собственного капитала начинает расти, и, если это
происходит, начинает расти и средневзвешенная цена
капитала (Weighted Average Cost of Capital, WACC ).

Sd r)W1(rW)T1(WACC ´-+´´-= ,  (3.1)

где

SD
DW
+

=  – оптимальная доля совокупной задол-

женности в совокупном объёме активов;
D  – величина суммарной задолженности;
S  – акционерный капитал;

Sr  – издержки на финансирование акционерного ка-
питала по проекту;

dk  – стоимость заёмных средств;
24,0T =  – ставка налога на прибыль в РФ.

Таким образом, как корпорации не могут нанимать
неограниченное количество работников на фиксиро-
ванную зарплату, так они не могут неограниченно при-
влекать капитал с постоянной ценой.

По данным материалов, публикуемых на http://biz.ya-
hoo.com среднее значение долгосрочной задолженно-
сти (Long-term Debt) ведущих электроэнергетических
компаний мира, акции которых котируются в NYSE ,  в
совокупном объёме активов (Total Assets), на примере
компании American  Electric  Power  Co.  Inc  ( AEP ), со-
ставляет 33%. Причём доля задолженности по теку-
щим обязательствам (Current Liabilities) не превышает
0,16 от общего объёма баланса. Поскольку доля теку-
щих обязательств в совокупном объёме баланса не
столь существенна, и не принимает прямого участия
при формировании инвестиционного бюджета, то дан-
ную статью пассива баланса компании, с условной до-
лей вероятности можно отнести к собственному капи-
талу (Stockholder Equity).

Тогда оптимальную структуру пассивов условной
электроэнергетической компании «APOLLO» можно
представить в виде табл. 4.

Таблица 4

ОПТИМАЛЬНАЯ СТРУКТУРА ПАССИВОВ ВЕДУЩЕЙ
МИРОВОЙ ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ

КОМПАНИИ.

№ Наименование статьи пассива. Доля, %.
1 Собственный капитал (Stockholder Equity). 67
2 Долгосрочную задолженность (Long term debt). 33
3 Величина совокупных пассивов (Total Assets). 100
Вообще говоря, в настоящий момент, как таковой тео-

рии, описывающей оптимальную структуру капитала, не
существует. Тем не менее, значение доходности собст-
венного капитала (Return on Equity, ROE ) всегда боль-
ше в случае привлечённых долгосрочных источников
финансирования, до тех пор, пока среднее значение
ставки процентов кредитного портфеля dk не превыша-
ет доходности активов (Return on Assets, ROA ).

)kROA(
E
DROAROE d-+= .  (3.2)

Как показано ниже на рис. 5 точка K  является точ-
кой равновесия для финансового рычага и характери-
зуется равенством значений кредитной ставки dk  и
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рентабельности чистых активов ( ROA ). В этом случае
структура капитала не оказывает никакого влияния на
рентабельность собственного капитала ( ROE ).

ROA

ROE

rd – кредитная ставка

K

Увеличение доли кредитов

в структуре долгосрочного капитала

Рис. 5. Эффект финансового рычага.

Как показано на ниже расположенном рис. 6 при дос-
тижении WACCE/D opt  принимает своё минимальное
значение, а рыночная стоимость акций (капитализация
компании) максимальное значение.

D/S

Капитализация;
ROE, WACC, %

WACC, %

Капитализация

ROE, %

D/S OPT

Рис. 6. Зависимость значения капитализации,
WACC , ROE  компаний от соотношения D/S .

Туже самую картину нам даёт формула Роберта Ха-
мады, которая объединяет модель CAPM  (Capital As-
set Pricing Model) с моделью Модильяни-Миллера (с
налогами на корпорацию):

S
D)T1(*)rr(*)rr(rr UfMUfMfSL --+-+= bb , (3.3)

где
SLr  – требуемая доходность акционерного капитала

финансово зависимой компании, то есть при наличии в
структуре пассивов составляющей долгосрочной за-
долженности (Long term debt);

Mr  – среднерыночная доходность;

fr  – ставка процента по безрисковым активам (госу-
дарственным ценным бумагам);

T  – ставка налога на прибыль;
Ub  – коэффициент при отсутствии заёмного финан-

сирования.
В приведённой формуле последнее слагаемое ха-

рактеризует исключительно финансовый риск.
Тогда, в нашем случае, с учётом вышеотмеченных

данных, расчётная величина средневзвешенной стои-
мости капитала равняется:

=-+-= sd1 r*)W1(r*W*)T1(WACC
%77,14185,0*67,012,0*33,0*60,0 =+= .

Теперь предположим, что «APOLLO» в текущем от-
чётном году ожидает получить годовую чистую при-
быль в размере 500 млн. рублей. Рассчитаем общий
объём дополнительных источников финансирования
(заёмные средства, нераспределённая прибыль) ис-
ходя из целевой оптимальной структуры капитала и
заёмных средств, выведенной выше.

Какова же общая сумма финансирования (равная
заёмному капиталу плюс нераспределённая прибыль),
которая может быть достигнута до исчерпания нерас-
пределенной прибыли (retained earnings) и, например,
начало продажи компанией обыкновенных акций ново-
го выпуска? Обозначим эту величину Х , зная, что
67% от X составит ожидаемая нераспределенная при-
быль (retained earnings), можно написать уравнение:

0,67 * X  =
= нераспределённая прибыль = 500 000.

Решая уравнение относительно X , который являет-
ся точкой перелома нераспределенной прибыли (re-
tained earnings break point), получим:

X  = нераспределённая прибыль /
/ доля собственного капитала =
= 500 000 / 0,67 = 746,3 млн. рублей.

Таким образом, без изменения структуры капитала
компания «APOLLO» сможет привлечь средств на
сумму 746,3 тысяч рублей, состоящую из 500 000 ты-
сяч рублей нераспределённой прибыли и 746 300 –
500 000 = 246300 тысяч рублей заёмных средств.

Кроме того, «APOLLO» прогнозирует приток капита-
ла в размере 50 000 тысяч рублей от амортизации, и
эти средства могут быть израсходованы на капитало-
вложения. Таким образом, точка перелома смещается
на эту величину вправо и равна 746 300 + 50 000 =
796 300 тысяч рублей.

Графически зависимость WACC  от величины до-
полнительного капитала получила название графика
предельной стоимости капитала (Marginal Cost of Capi-
tal, MCC ). Данная зависимость для компании
«APOLLO» схематически представлена на рис. 7.

Поскольку объём капитальных вложений составляет
1 090 млн. рублей, из которых только 550 млн. рублей
могут быть профинансированы (проекты C, E, F) за
счёт внутренних источников (нераспределённой при-
были и амортизации), то необходимая величина в
размере 540 млн. рублей должна быть привлечена на
условиях кредита, например, по ставке 14% годовых.
Это повлечёт за собой изменение целевой структуры
капитала и средневзвешенного значения капитала
(WACC), вследствие повышения значения цены заём-
ных средств с 12% до 14%.

Для оценки расчётного значения совокупного объёма
активов применим значение доходности активов аме-
риканской энергетической компании American Electric
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Power  Co.  Inc  ( AEP ) равное ROA (Return on Assets)
=0,0345. Тогда совокупная величина активов компании
«APOLLO» составляет Total Assets = Income / ROA =
= 500 / 0,0345=14 492,75 млн. рублей, из которых
14 492,75 * 0,33 = 9 710,14 млн. рублей приходится на
долгосрочную задолженность (Long term debt).

К текущему значению долгосрочной задолженности
9 710,14 млн. рублей прибавим необходимую величи-
ну потребности во внешнем финансировании на усло-
виях внешнего финансирования 540 млн. рублей с
учётом изменения правой части баланса и получим
новое отношение долгосрочной задолженности в со-
вокупном объёме активов:

354,0
54075,14492

5406,4782
InvestmentTA

CreditLTD
=

+
+

=
+

+ ,

где
Long term debt, 4782,6LTD =  млн. рублей – величи-

на текущей долгосрочной задолженности;
293,6Credit =  млн. рублей – потребность во внеш-

нем финансировании для осуществления инвестиций
(Investment).

14492,75TAAssets,Total =  млн. рублей – величина
совокупных активов.

В результате увеличения WACC возрастёт с 14,77 до
14,92%:

=´-+´´-= ed2 r)W1(rW)T1(WACC
%92,14185,0646,014,0354,060,0 =´+´´= .

Как видно из примера, нераспределённая прибыль
вся расходуется на инвестиционные вложения, то
есть, как таковая, возможность для выплаты дивиден-
дов отсутствует. Дивидендная политика основывается
на, так называемой, модели выплаты дивидендов по
остаточному принципу (residual dividend model), со-
гласно которой любая фирма, определяя свою целе-
вую долю дивидендов в прибыли, проделывает только
следующие три операции:
1. Определяет оптимальный бюджет капиталовложе-

ний.
2. Осуществляет максимально возможное финанси-

рование бюджета капиталовложений путём реин-
вестирования прибыли.

3. Выплачивает дивиденды только в том случае, если
полученная прибыль больше, чем сумма, необхо-
димая для обеспечения оптимального бюджета ка-
питаловложений.

Остаточный принцип означает, что дивиденды вы-
плачиваются в последнюю очередь.

В периоды благоприятного инвестиционного климата
акционеры, как правило, терпимо относятся к неполу-
чению дивидендов по акциям.

Но авторы статьи отмечают, что с ростом коэффи-
циента выплат по дивидендам (Payout ratio, PR) уве-

личивается рыночная стоимость акций
gr

divP
S

1

-
= ,

где
1div  – ожидаемая величина дивидендов следующе-

го года;
Sr  – доходность собственного капитала;

ROE*)PR1(g -=  – темп роста дивидендов;
P  – рыночная стоимость акций.
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Рис. 7. Совместный анализ графиков IOS  и MMC
компании «APOLLO»

Цена капитала, принимаемая к рассмотрению в про-
цессе формирования бюджета капиталовложений,
фактически определяется точкой пересечения графи-
ков (Investment Opportunity Schedule, IOS ) графика
инвестиционных возможностей и предельной стоимо-
сти капитала компании (Marginal Cost of Capital Sched-
ule, MMC ) представляет собой графическое изобра-
жение средневзвешенной стоимости капитала как
функции объёма привлекаемых финансовых ресурсов.
Эта точка весьма примечательна: она показывает пре-
дельную стоимость капитала, которую можно исполь-
зовать в качестве ставки дисконтирования при расчёте
NPV  формируемого инвестиционного портфеля, то
есть когда речь идёт о портфеле как едином целом.
Этот подход имеет погрешность, поскольку MWACC
сильно меняется по годам реализации проектов, вхо-
дящих в инвестиционный портфель в силу изменения
соотношения S/D  в ходе осуществления платежей по
телу кредита. Эта точка называется предельной ценой
капитала компании. Если использовать её в качестве
ориентира при оценке инвестиций в проекты, соответ-
ствующие решения о целесообразности принятия того
или иного проекта будут корректными, а финансовая и
инвестиционная политика будут оптимальными. При
применении любой другой нормы бюджет капитало-
вложений компании не будет оптимальным.

4. РАССМОТРЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ
СРАВНИТЕЛЬНОГО АНАЛИЗА
ПРОЕКТОВ РАЗЛИЧНОЙ
ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ

Проблема сравнительного анализа проектов различ-
ной продолжительности обычно не возникает при оцен-
ке независимых проектов, но она особенно актуальна в
случае альтернативных проектов. Почти все рассмат-
риваемые инвестиционные проекты имеют различные
сроки реализации, прогнозный период которых оцени-
вается на периоде жизненного цикла проекта. Класси-
ческая теория финансового менеджмента утверждает,
что в таких случаях проекты должны быть приведены к
общему кратному или бесконечному периоду, и, на ос-
нове этого условия, рассчитывается их NPV .
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Авторы статьи отмечают ряд спорных моментов в
методике анализа проектов с неравными сроками:
1. В условиях формирования инвестиционного портфеля с

ограничением по бюджету, было бы не правильно делать
повтор по какому-либо проекту, так как происходит вто-
ричная реализация инвестиционных затрат на периоде
повтора проекта, что трактуется, как альтернативный
проект в условиях жёсткого бюджета.

2. При формировании инвестиционного портфеля с ограни-
чением по срокам окупаемости ( DPP ) проектов косвенно
учитывается риск, связанный с различной продолжитель-
ностью проектов.

3. Согласно ПБУ 6/01 «Учет основных средств» первона-
чальная стоимость оборудования включает в себя не
только суммы, уплачиваемые в соответствии с контрак-
том поставщику (продавцу), а также таможенные пошли-
ны, вознаграждение посреднической организации, через
которую приобретается оборудование, невозмещаемые
налоги, уплачиваемые в связи с приобретением оборудо-
вания, общехозяйственные и иные аналогичные расходы,
если они непосредственно связаны с приобретением
оборудования, иные затраты, непосредственно связан-
ные с приобретением оборудования, в частности, начис-
ленные до его принятия к бухгалтерскому учету проценты
по заемным средствам, если они привлечены для приоб-
ретения этого объекта. Тогда, в случае изменения нало-
гового окружения, финансового климата внешней торгов-
ли, выхода на рынок более новых технологий сделает
статичность условий, формирующих инвестиционную
стоимость на втором и последующих этапах повторах ве-
личину этих затрат неадекватными.

4. Решение о проведении повторной инвестиции о замене,
например, оборудования обычно принимается на основе
критерия общей эффективности оборудования (overall
equipment effectiveness, OEE ), если этот показатель зна-
чительно меньше величины 85%.
OEE  = (Выпуск изделий – Брак – Доработки) *
* Запланированное время цикла /
/ Запланированное время загруженности,%.

5. Так, например, реальный физический жизненный цикл
проекта, по данным компании «SIEMENS», современных
станков и гибких производственных комплексов с ЧПУ,
связан с затратами на жизненный цикл оборудования (ак-
тивной части производственных фондов предприятия), из
которых 80% ложится на инжиниринг, пуско-наладку, на-
дёжность, обслуживание, комплексность, сервис и под-
держку, запчасти, обновление, и только 20% связаны не-
посредственно со стоимостью самого оборудования. По-
этому, как правило, реальный физический цикл
оборудования привязан к периоду выпуска запасных час-
тей и комплектующих для оборудования. В условиях со-
временных технологий это не превышает 10-15 лет, да-
лее происходит реновация оборудования, что и можно
рассматривать как инвестицию повтора.

Ввиду указанных проблем, в условиях жёсткого огра-
ничения по бюджету не имеет смысла слишком углуб-
ляться в проблему сопоставимости нескольких аль-
тернативных проектов со сроками действия, как в на-
шем случае 5,  6  и 7  лет.  Учитывая условность
прогнозных оценок, можно допустить, что такие проек-
ты имеют один и тот же срок действия. Однако важно
признать, что проблема действительно существует,
когда взаимоисключающие проекты не имеют один и
тот же срок действия.

В силу отмеченной проблемы авторы статьи сочли
целесообразным привести проект F  методом цепного
подбора к максимальному сроку жизненного цикла
проекта одного из проектов ( D ), формируемого инве-
стиционного портфеля.

То есть, в нашем случае, в качестве наименьшего об-
щего срока действия проектов F  и D  выступает дли-
тельность жизненного цикла проекта D , равная 7 лет.

Будем считать, что по завершении жизненного цикла
проекта F  потребуется определённая сумма затрат
на демонтаж оборудования по этому проекту, как пока-
зывает практика, эта величина находится примерно на
уровне 10% от величины капитальной инвестиции. Во-
обще говоря, по завершении жизненного цикла проек-
та в последний год его реализации включается денеж-
ный поток, учитывающий ликвидационную стоимость
оборудования, примерно, 10% от его первоначальной
стоимости, с учётом скидки (до 30%) на укороченный
период экспозиции, что способствует ускорению пе-
риода продажи ликвидационной стоимости оборудо-
вания. В нашем случае будем считать, что все проек-
ты, входящие в инвестиционный портфель, включают
ликвидационную составляющую в денежный поток по-
следнего года реализации жизненного цикла проекта.

Таблица 5

ДЕНЕЖНЫЕ ПОТОКИ ПРИ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА
ПОВТОРА В РАМКАХ ИНВЕСТИЦИОННОГО

ПОРТФЕЛЯ ДЛЯ ПРОЕКТА F

Период реализации, лет.№ Наименование
статьи 1 2 3 4 5 6 7

1 Исходный денеж-
ный поток, CFi

-100 80 90 110

2 Затраты на
демонтаж  -10

3 Повторный де-
нежный поток, CFi

 -100 80 90 110

4 Суммарный де-
нежный поток -100 80 90 0 80 90 110

Поскольку в денежный поток четвёртого года включены
затраты на демонтаж оборудования по проекту F , то то-
гда суммарная величина повторной инвестиции не будет
равна величине первоначальной инвестиции, и, как след-
ствие, формула для метода цепного повтора в рамках
длительности инвестиционного проекта не работает, и
принимает следующий вид для нашего случая:

i
M

2
1 )WACC1(

)i(NPV)i(NPV)i(NPV
+

+= ,  (4.1)

где )i(NPV1 – чистый приведённый эффект исход-
ного проекта;

i – продолжительность исходного проекта;
)i(NPV2 – чистый приведённый эффект проекта по-

сле повторной его реализации, с учётом затрат на де-
монтаж оборудования, то есть с большей величиной
инвестиционной составляющей.

5. КОЛИЧЕСТВЕННАЯ ОЦЕНКА
ПРИОРИТЕТНОСТИ ПРОЕКТОВ,
ФОРМИРУЮЩИХ ИНВЕСТИЦИОННЫЙ
ПОРТФЕЛЬ

Решение задачи целочисленного линейного про-
граммирования при формировании оптимального ин-
вестиционного портфеля, с учётом ограничений по
бюджету капитальных затрат, индекса прибыльности
инвестиций и периоду окупаемости проектов.

Данная задача носит линейный характер относительно
неизвестных составляющих ja (долей портфеля), кото-
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рые в ходе решения задачи симплекс методом, разрабо-
танным Джорджем Данцигом в 1953 году, с использова-
нием метода Гомори, принимают целочисленные значе-
ния. По целому значению, показывающему количество
инвестиционных проектов данного типа, которые макси-
мизируют суммарное значение NPV  портфеля, и, таким
образом, повышают общую рыночную стоимость компа-
нии (капитализацию) можно судить о приоритетности од-
ного инвестиционного проекта относительно другого.

Постановка задачи целочисленного линейного про-
граммирования.

max*NPV)(f
N

1i

jj ®å=
=

aa .  (5.1)

Допустимое множество решений целевой функции
носит следующий характер:

1. -åå
+= =

-

t a
1t

N

1j
1t

M

jj

)WACC1(
I*

åå å
+

£
+

´
-

= = =
--

t ta
1t

N

1j 1t
1t

M

PB
1t

M

jj

)WACC1(
I

)WACC1(
CF

– 1-ое нежёсткое ограничение по бюджету, формирую-
щему объём капитальных вложений инвестиционного

портфеля, где åå
+= =

-

t

1t

N

1j
1t

M

j

)WACC1(
CF  – запас денежной

наличности или дисконтированная величина денежного
потока j -го проекта в период осуществления инвести-

ционных затрат по портфелю, а å
+=

-

t

1t
1t

M

PB

)WACC1(
I  – не-

жёсткое ограничение по бюджету капиталовложений
портфеля, определяется как точка пересечения графи-
ков IOS  и MCC , где t  – число периодов, в которых
реализуются инвестиционные затраты по проектам.

2.
( )( )
( )

M

N

1j
iT

1t

1t
M

j
t

iT

1t

1t
M

j
t

j.PORTF WACC1
)WACC1/(I

)WACC1/(CF
*PI +³å

å +

å +
=

=

=

-

=

-

a

– 2-ое ограничение, учитывающее рентабельность и
ценность отдачи инвестиционных вложений на едини-
цу вложенных средств, а, следовательно, и устойчи-
вость проекта в целом, где: WACCM – предельное зна-
чение стоимости капитала, формирующее бюджет ин-
вестиционного портфеля.

3. .PORTF

N

1j

jj DPPDPP* £å
=
a

– 3-ее ограничение, учитывающее пороговое значение
периода окупаемости инвестиционного проекта, где

.PORTFDPP  – дисконтированное значение периода оку-
паемости (DPP, discounted payback period) формируемого
инвестиционного портфеля, которое в данном случае за-
даёт инвестиционный менеджер исходя из оптимальных
характеристик портфеля.

4. 1,;1 1jj1jj £=+ ++ aaaa

– 4-ое ограничение, учитывающее проекты, форми-
рующие инвестиционный портфель, с порядковым но-
мерами j  и 1j +  считаются альтернативными. При
формировании инвестиционного портфеля рассматри-
ваются, как правило, не только независимые проекты, но
взаимоисключающие (альтернативные) проекты, тогда
на допустимое множество решений целевой функции

включает выше, приведённые дополнительные ограни-
чения. Следует заметить, что в некоторых случаях два
проекта не могут быть реализованы один без другого,
что, например, может быть обусловлено общей техноло-
гической схемой предприятия, тогда допустимое множе-
ство включает уравнения типа 1,;0 1jj1jj £=- ++ aaaa .

5. OPT

N

1i

jj nn £å ´
=
a

– 5-ое ограничение, учитывающее пороговое значе-
ние темпа падения денежных средств, где

j

M
j

M
j

n
)WACC(NPV
)WACC(VNP
=

¢
< 0 – темп падения денежных

средств по j-ому проекту с увеличением ставки дискон-
тирования,

где å ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
´-=¢

=
-

T

0i
1i

M

j
i

M
j

)WACC1(
CFi)WACC(VNP < 0 – пер-

вая производная функции )WACC(NPV M
j j-ого проек-

та по средневзвешенной стоимости капитала портфе-
ля MWACC . Чем больше jn ,  тем меньше темп при-

тока денежных средств по j -ому проекту.
Полезно отметить, что на языке инвестиционного

планирования логическое «и» можно выразить через
«связывание» двух проектов, при условии, что ни один
из двух проектов не может быть реализован без друго-
го. В математической форме это выглядит следующим
образом: 1,;0 2121 £=- aaaa , где 21 ,aa  – целые числа.

Иногда рассматривается один и тот же инвестицион-
ный проект, но в рамках поставки одного и того функ-
ционального оборудования, но от разных компаний
поставщиков, где имеют уже место различные сроки
поставки оборудования, включая фазу НИОКР, монта-
жа, пуска, наладки, а также технические характеристи-
ки оборудования. Тогда уже главными ограничиваю-
щими параметрами, при формировании допустимого
множества являются вышеотмеченные факторы. Так,
например, для одного проекта по модернизации обо-
рудования, но от трёх разных компаний поставщиков
производителей, ограничение по альтернативе имеет
следующий вид: 1,,;1 2j1jj2j1jj £=++ ++++ aaaaaa . Плюс
нужно сформировать ограничения, учитывающие тех-
нические особенности этого оборудования.

Точка Фишера

NPVA

NPVB

IRRB

IRRA

WACCM, %

NPV

Рис. 8. График функции )WACC(NPV M  для
проектов A  и B с различными притоками

денежных средств
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Из рис. 8 видно, что темп падения )WACC(NPV M

проекта A  больше, чем у проекта B

)WACC(NPV
)WACC(VNP

MA

MA¢ <
)WACC(NPV
)WACC(VNP

MB

MB¢ , а, следовательно,

проект A  обладает «большей чувствительностью», что
обусловлено, тем, что приток денежных средств по про-
екту B  идёт более быстрыми темпами. Это, в первую
очередь, связано с тем, что большая часть поступлений
по проекту B  имеет место в первые годы его реализа-
ции, и имеет меньшую неопределённость относительно
прогнозных значений денежных потоков, а, следователь-
но, и меньшую величину финансового риска. При этом
значение MWACC  портфеля, при котором NPV проектов
A  и B  равно, называется точкой Фишера и рассчитыва-
ется как IRR проекта BA NPVNPVNPV -=D .

Множество допустимых решений задачи

max*NPV)(f
N

1i

jj ®å=
=

aa , с геометрической точки зре-

ния, представляет собой выпуклое множество (поли-
топ), имеющее конечное число крайних точек, то есть
точек, которые не могут быть выражены в виде выпук-
лой комбинации других точек.

Решается поставленная задача симплекс-методом
Данцига (Dantzig G.B.), то есть методом направленно-
го перебора базисных решений, определяющих край-
ние точки политопа, которые представляет собой мно-
гогранное множество.

Направленность перебора предполагает следующую
организацию вычислительного процесса:
1. Нахождение начального базисного решения.
2. Переход от одного базисного решения к другому,

при котором обеспечивается возрастание функции

å=
=

N

1i

jj *NPV)(f aa .

5.1. Способ нахождения начального
базисного решения задачи

В случае решения рассматриваемой задачи способ
нахождения начального базисного решения осуществ-
ляется посредством перехода к M -задаче. Таким об-
разом, исходная задача записывается в расширенной
форме, когда в уравнение (5.1) и в каждое из ограни-
чений для него записывается по одной новой пере-
менной, которые называются искусственными:

maxMNPV)(f
n

1j

m

1i
injj ®å å-=

= =
+aaa ; (5.2)

m,1i,ba iinj

n

1j
ij ==+å +

=
aa ;  (5.3)

m,1i,0;n,1j,0 inj =³=³ +aa ,  (5.4)

где матрица ija , для нашего случая, принимает зна-
чения jjj CF,PI,DPP

Задача (5.2)-(5.4) называется M -задачей. Целевая
функция (5.2) содержит дополнительное слагаемое

å-
=

+

m

1i
inM a , где M  > 0 – достаточно большое число. На-

значение этого слагаемого состоит в том, чтобы в ходе
решения задачи (5.2) -(5.4) вывести искусственные пе-
ременные из состава базисных. Если в результате
решения задачи окажется, что искусственные пере-

менные входят в состав базисных и их значения не
равны нулю, то это означает, что ограничения исход-
ной задачи не совместны.

Переменные in+a  являются базисными и начальное
базисное решение имеет вид:

m,1i,bi1n ==+a ; 0... n1 === aa .

5.2. Переход от одного базисного
решения к другому

Он соответствует переходу от одной вершины поли-
топа к другой в направлении возрастания функции

å ´=
=

N

1i

jjNPV)(f aa . Процедура расчётов связана с ис-

пользованием симплекс-таблиц, каждая из которых
соответствует текущему базисному решению. Пропуск
вершины при описанном переходе будет исключён,
если состав базисных переменных нового и старого
решения будет отличаться только на одну координату.
Выбор координаты, которая должна быть введена в
число базисных, определяется из требования макси-
мального прироста функции при переходе от одного
решения к другому. Прирост целевой функции при
введении в базис координаты ja  из числа небазисных
характеризуется относительной оценкой jD :

jjijiBjj zcacc -=å-=D ,  (5.2.1)

где
jc  – коэффициент целевой функции при перемен-

ной ja ;

Bi  – индекс базисной переменной, расположенной в
i -ом уравнении ( i -ой строке симплек-таблицы);

iBc  –  коэффициенты целевой функции при текущих
базисных переменных;

ija  – элементы столбца коэффициентов при пере-
менной ja  в системе уравнений, соответствующей те-
кущему базису.

Таблица 6

ТАБЛИЦА АЛГОРИТМА СИМПЛЕКС-МЕТОДА

1с 2с … M- jс

iBc БП БР 1a 2a … mn+a БР / ira

11a 12a 0
… …

1ma 2ma
1z 2z mnz + jz

1D 2D mn+D jD

Обозначения имеют следующий смысл: БП  – ба-
зисные переменные, БР  – базисное решение.

При переходе в базис вводится та переменная ra ,
для которой jmaxr DD =  на множестве

HJjÎ , где HJ  – множество индексов небазисных пе-
ременных.

Новая переменная ra  вводится на место перемен-
ной SBa , удаляемой из числа базисных, номер которой
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BS , а также номер S  соответствующей строки табли-
цы, определяется из условия:

sr

SB

ir

iB

aa
min aa

=
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
,  (5.2.2)

где
iBa  – значения координаты текущего базисного ре-

шения, соответствующей i -ой строке;
ira  – коэффициент при координате ra  в i -ой строке.

Вместо координаты SBa  в состав базисных вводится
координата ra , значения которой находятся по формуле:

sr

SB
r a

a
a = .  (5.2.3)

И пересчитывается s -я строка, в которой произошли
изменения по базису:

nm,...,1j,
a
aa

sr

sj
sj +== .  (5.2.4)

Далее вычисляются все остальные коэффициенты:

=´-=-= i,a
a
aaaaaa ir

sr

sj
ijirsjijij

nm,...,1j;si;m,...,1 +=¹= .  (5.2.5)

Элемент sra  называется разрешающим и выделяет-
ся в таблице прямоугольником. Координата SBa  ста-
новится небазисной и равной нулю. Новое базисное
решение определяется на основании текущего базис-
ного решения по формулам:

BBririBiB s:i,a ¹"-= aaa .  (5.2.6)

Процесс перехода заканчивается, когда найдено та-
кое базисное решение, что все относительные оценки

nm,...j, 1j +D , становятся неположительными. Это ба-
зисное решение и является оптимальным.

Если полученная оптимальная таблица содержит ба-
зисное решение, которое не является целочисленным,
то тогда используется метод Гомори и в оптимальной
таблице выбирается переменная ia  с максимальной

дробной частью ( )*
ia . Под оптимальной таблицей по-

нимается таблица симплекс-метода, содержащая не-
целочисленное оптимальное решение.

Далее, пользуясь оптимальной таблицей, записыва-
ем уравнение

k
HБIk

ki
*

ii a aaa å-=
Î

,

где
*

ia  –  оптимальное нецелое значение ia ,

НБI  – множество индексов небазисных переменных в
оптимальном нецелочисленном решении.

Поскольку значение ia  должно быть целым, то запи-
сывается условие сравнимости по модулю 1, если

*
ik

HБIk
kia aa -å

Î
 – целое число, тогда *

ik
HБIk

kia aa ºå
Î

.

Далее берутся дробные части всех коэффициентов

ika  и *
ia  и записывается

( ) ( )*
ik

HБIk
kia aa ºå

Î
, ( ) 1a0 ik ££ , ( ) 1a0 *

ik ££  и записыва-

ется новое ограничение в виде равенства

( ) ( )*
ivk

HБIk
kia aaa =-å

Î
,

где va  – дополнительная переменная, что приводит к
расширению оптимальной таблицы на одну строку и
один столбец, и записываются в таблицу эти ограниче-
ния.

5.3. Оценка приоритетности инвестицион-
ных проектов на основе симплекс-метода
при условии нежёсткого ограничения
по бюджету

Для решения основной задачи (5.1) с учётом значе-
ний допустимого множества, на основе динамики рас-
сматриваемых инвестиционных проектов, симплекс-
методом приведём её каноническому методу путём
введения в каждое ограничение по одной дополни-
тельной переменной: в каждое ограничение типа не-
равенство со знаком £  вводится дополнительная пе-
ременная со знаком «+» (она становится базисной), и
для ограничения типа ³  вводим переменную со зна-
ком «-».

Тогда каноническая форма задачи записывается
следующим образом:

maxNPV)(f
N

1i

jj ®å ´=
=

aa ; (5.3.1)

åå =++
+

´
-å å

+
´

= =
++-

= =
-

t

t

t
aa

aa
1t

N

1j
N1N1t

M

jj

1t

N

1j
1t

M

jj

)WACC1(
CF

)WACC1(
I

å
+

=
=

-

t

1t
1t

M

PB

)WACC1(
I ; (5.3.2)

M2N

N

1j

j WACC1PI +=-å ´ ++
=

taa ; (5.3.3)

.PORTF3N

N

1j

jj DPPDPP =+å ´ +
=

aa ; (5.3.4)

=++ +++ 7N1jj taaa

1,1;1 4N1j3Nj =+=+= +++++ tt aaaa ; (5.3.5)

OPT5N

N

1i

jj nn =+å ´ ++
=

taa / (5.3.6)

Поскольку в уравнении M2N

N

1j

j WACC1PI +=-å ´ ++
=

taa

отсутствуют базисные переменные, то для того, чтобы
можно было применить симплекс-метод, делается пе-
реход к M -задаче. В это уравнение вводится искусст-
венная переменная со знаком «+», которая становится
базисной, а к целевой функции добавляется искусст-
венная переменная, умноженная на «- M ». В резуль-
тате получаем задачу в расширенной форме:

( ) maxMNPV)(f 6N7N

N

1i

jj ®+´-å ´= ++++
=

tt aaaa ; (5.3.7)

å å =++
+

´
-å å

+
´

= =
++-

= =
-

t

t

t
aa

aa
1t

N

1j
N1N1t

M

jj

1t

N

1j
1t

M

jj

)WACC1(
CF

)WACC1(
I

å
+

=
=

-

t

1t
1t

M

PB

)WACC1(
I ; (5.3.8)
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.PORTF1N

N

1j

jj DPPDPP =+å ´ ++
=

taa ; (5.3.9)

M6N2N

N

1j

j WACC1PI +=+-å ´ ++++
=

tt aaa ; (5.3.10)

=+=++ +++++ 3Nj7N1jj ;1 tt aaaaa

1,1 4N1j =+= +++ taa ;  (5.3.11)

OPT5N

N

1i

jj nn =+å ´ ++
=

taa .  (5.3.12)

Для полученного допустимого множества (5.3.8) –
(5.3.12) решаемой оптимизационной задачи сделаем
предположения, что формируемый инвестиционный
портфель должен включать проекты с дисконтирован-
ным сроком окупаемости не более 5 лет, а значение
темпа падения денежного потока optn  должно быть
не более 10.

Поскольку оценка приоритетности инвестиционных
проектов основывается на целочисленных значениях
долей портфеля ia , что достигается с помощью мето-
да Гомори, который, в свою очередь, имеет решение в
определённых пределах допустимого множества. По-
этому авторы статьи при составлении симплекс-
таблицы принимают расчёты проекта F , а не F ¢ , что,
в противном случае, может повлечь к выходу за пре-
делы допустимого множества при отсечении целочис-
ленных значений, и, как следствие, система уравнений
(5.3.7) – (5.3.12) становится не совместной, то есть не
имеющей хотя бы одного решения.

Тогда целевая функция (5.3.7) и допустимое множе-
ство (5.3.8)-(5.3.12) принимают следующий вид:

++++ 4321 253500170290165750157207 aaaa
max)(*M110239177317 151465 ®+-++ aaaa ;

++-+ 4321 40000040000140000140000 aaaa
1090000100000200000 765 =+++ aaa ;

-+-- 321 250000110000*80000(*870,0 aaa
948300)80000140000150000 8654 =+--- aaaa );

++++ 4321 352,4503,3532,2108,3 aaaa
5446,2010,3 965 =+++ aaa ;

++++ 4321 634,1783,1184,2123,2 aaaa
1492,1037,2877,1 141065 =+-++ aaaa ;

11521 =++ aaa ;

1111 =+aa ;

1122 =+aa ;

++++ 4321 35,7187,4562,326,3 aaaa
10388,3488,4 1365 =+++ aaa .

Далее заполняем табл. 6 симплекс-методом, соглас-
но данным интегральных показателей инвестиционных
проектов для формируемого портфеля. Для удобства
в расчётах значений jD и jz  исходной симплекс-
таблицы авторы статьи положили M = 1 000 000, что
отражено в двух последних строках табл. 7.

Таблица 7

ИСХОДНАЯ ТАБЛИЦА СИМПЛЕКС-МЕТОДА ИСХОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

15
7 

20
0

16
5 

70
0

17
0 

30
0

25
3 

50
0

17
7 

40
0

11
0 

20
0

0 0 0 0 0 0 0 М- М- iс

iBc БП БР 1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a 11a 12a 13a 14a 15a
ira

БP

0 7a

1 
09

0 
00

14
0 

00
0

14
0 

00
0

-4
0 

00
0

40
0 

00
0

20
0 

00
0

10
0 

00
0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 8a

94
8 

30
0

-6
9 

60
0

-9
5 

70
0

21
7 

50
0

-1
30

 5
00

-1
21

 6
00

-6
9 

60
0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 9a

5 
00

0

3 
10

8

2 
53

2

3 
50

3

4 
35

2

3 
01

0

2 
44

6

0 0 1 0 0 0 0 0 0

1,
59

8

М- 14a 1 149 2 123 2 183 1 782 1 633 1 887 2 102 0 0 0 -1 0 0 1 0 0

0,
70

4

Ä
М- 15a 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 11a 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 12a 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 13a 1 000 3 260 3 562 4 187 7 351 4 488 3 341 0 0 0 0 0 0 1 0 0

iz

jD
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Вычисляем относительные оценки 15,1j,j =D :
=1]*(-M)+(-M)*123[2-2001571 =D

M*2124+200157= ;
=+= 1]*(-M)2183*[(-M)7001652D

M*2184700165 += ;
M*1782300170(-1782)]*[(-M)3001703 +==D ;

M*1633500253(1,633)]*[(-M)5002534 +==D ;

M*1,877400177(1,887)]*[(-M)4001775 +==D ;

M*2,102200110(2,102)]*[(-M)2001106 +==D ;

;07 =D ;08 =D ;09 =D ;M10 +=D ;011 =D ;012 =D
;013 =D ;М14 -=D .М15 -=D

Проанализируем полученные относительные оценки.
Оценка 4D = 253 500 + 1 633M является максимальной
оценкой, так как 0M > , и, следовательно, текущее ба-
зисное решение ;5000;948300;1090 987 === aaa

;114914 =a 10;0;1;1 13121115 ==== aaaa  не является
оптимальным. Далее анализируем коэффициенты
столбца при переменной 4a . Так как четыре коэффи-
циента положительны, то 4r = . Далее определяем пе-
ременную, выводимую из базиса. Для этого вычисля-
ем наименьшее из неотрицательных отношений
БР / ira , которое равняется 1,149/1,633 = 0,704. По-
этому выводится переменная 4a , а переменная 14a
вводится в число базисных. Далее вычисляются новые
базисные решения согласно алгоритму симплекс-
метода. Для упрощения решения M-задачи симплекс-
методом в среде Delfi авторы статьи положили M=
1 000 000.

Перебирая последовательно вершины политопа, ко-
торые должны быть введены в число базисных, полу-
чаем табл. 8, у которой 0j £D , что свидетельствует о
том, что целевая функция на текущем базисном реше-
нии достигает своего максимального значения.

Таблица 8

ОПТИМАЛЬНАЯ ТАБЛИЦА СИМПЛЕКС-МЕТОДА, СОДЕРЖАЩАЯ НЕЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ.

1 
57

0 
20

0

16
5 

70
0

17
0 

30
0

25
3 

50
0

17
7 

40
0

11
0 

20
0

0 0 0 0 0 0 0 M- M- ic

iBс БП БР 1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a 11a 12a 13a 14a 15a
ira

БP

0 7a

78
2 

89
0,

3

-4
2 

72
4,

2

0

-2
73

 4
88

,4

11
0 

89
7,

0

0

-6
2 

45
8,

47

1 0

-6
6,

44
5

0 0 0 0 0

25
 1

16
,2

12
,1

59
60

0 8a

1 
14

5 
76

9,
7

52
 1

19
,0

6

0

35
9 

69
4,

42

45
 5

63
,7

2

0

29
 3

37
,2

1

0 1

40
,4

65

0 0 0 0 0

-4
 8

55
,8

1

42
,6

31

17
7 

31
7

5a

0,
83

55
4

0,
21

36
2

0

1,
16

74

1,
44

55

1

0,
81

22

0 0

0,
00

03
32

2

0 0 0 0 0
-0

,8
25

58

0,
83

55
4

16
5 

75
0

2a 1 1 1

3,
60

51

4,
66

43

0

3,
58

55

0 0

1,
91

37
42

0 0 0 0 0 1

0,
54

14
70

0 10a

2 
60

9,
8

46
3,

89

0

41
9,

79
5

1 
09

3,
24

0

-5
70

,0
1

0 0

0,
62

65

1 0 0 0 -1

62
5,

95

1 
03

4

0 11a 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 12a 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 13a 2 689 -1261 0 -1051 865 0 -304 0 0 -1,5 0 0 0 1 0 142,3 1,6

20
3 

62
8,

6

16
5 

75
0

20
7 

00
7,

2

25
6 

31
4,

3

17
7 

31
7

14
4 

03
3,

2

0 0

58
,9

0

0 0 0 0 0

19
 3

60
,4

zj

-4
 6

42
1,

68

0

-3
6 

71
7,

3

-2
 8

14
,4 0

-3
3 

79
4,

2

0 0

-5
8,

90 0 0 0 0 0

-1
 0

19
 3

60

jD
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Поскольку все оценки jD  являются не положитель-
ными, следовательно, для формируемого инвестицион-
ного портфеля, при условии нежёсткого ограничения по
бюджету (условие типа меньше или равно) решение

12 =a  и 8355,05 =a  является оптимальным. Данное
решение характерно ещё тем, что авторы статьи при
моделировании портфеля сделали реализацию одного
из двух проектов ( BA, ) как обязательное условие, и,
как следствие, в ходе решения задачи был выбран про-
ект B, с весовым коэффициентов равным 12 =a ,  в
следствии того, что AB NPVNPV > .

Проект E  был выбран, поскольку имеет наиболее
оптимальную комбинацию, с точки зрения максимиза-
ции индекса прибыльности ( 1,887PI = ) и минимизации
дисконтированного срока окупаемости ( 3,010DPP = ).

Такое специфическое оптимальное решение получает-
ся в силу того,  что 1a  и 2a  принимают исключительно
булевые значения по условию задачи (0 либо 1), и бюд-
жетное ограничение, представленное двумя уравнения-
ми, в которых значения при 1a  и 2a  имеют разные знаки.

Таким образом, получено оптимальное нецелочис-
ленное решение 12 =a  и 8355,05 =a , которое, в нашем

случае, является исходным для задачи (5.3.7) – (5.3.12).
Практика формализации процедуры построения допол-
нительного ограничения в рамках метода Гомори ут-
верждает, что выбирается та переменная, которая име-
ет в оптимальном значении наибольшую дробную
часть. Вообще говоря, практика отыскания дробной час-
ти какого-либо вещественного числа a  равнозначна
отысканию такого наименьшего положительного числа
b , чтобы разность ba-  являлась целым числом.

Выбираем оптимальное решение, имеющее нецело-
численное решение 8355,05 =a , и записываем урав-
нение, пользуясь табл. 7.

----= 4315 4455,11674,121362,083554,0 aaaa

1596 8256,000033,08122,0 aaa +-- .

Поскольку значение 5a  должно быть целочислен-
ным, то имеем следующее выражение:

+++= 431 4455,11674,121362,083554,0 aaa

1596 8256,000033,08122,0 aaa -++ .

Далее берём дробные части коэффициентов справа
и слева и получаем новое ограничение:

++++ 6431 8122,04455,01674,021362,0 aaaa
83554,08256,000033,0 159 ³-+ aa .

Таблица 9

РАСШИРЕННАЯ ТАБЛИЦА СИМПЛЕКС-МЕТОДА ПРИ ВВЕДЕНИИ ОДНОЙ БАЗИСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 16a
В РАМКАХ МЕТОДА ГОМОРИ
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Далее записываем новое ограничение:
++++ 6431 8122,04455,01674,021362,0 aaaa

83554,018256,000033,0 16159 =´--+ aaa
Строим расширенную табл. 9 на базе табл. 8.
В базис вводим переменную 9a , так как ей соответ-

ствует наименьшая по модулю отрицательная оценка
91,58j =D  и переходим к следующему шагу симплекс-

метода.
В результате последовательного перебора вершин

политопа в рамках симплексных таблиц, с помощью
метода Гомори, где было построено множество по-
средством добавления, в нашем случае, двух новых
дополнительных ограничений, получаем, оптимальные
целочисленные решения задачи (5.3.7) – (5.3.12)

126 ==aa . Что в нашем случае означает, что приори-
тетными проектами, удовлетворяющими множеству
допустимых решений, являются проекты B  и F , то
есть в этих точках политопа целевая функция достига-
ет своего максимального значения. Доли по этим про-
ектам, при формировании оптимального портфеля
равны единице, а по остальным нулю.

Учитывая название компании, и перефразируя из-
вестную фразу американского астронавта Нейла Амс-
тронга (that’s one small step for man, one giant leap for
mankind), авторы статьи надеются, что то видение ме-
тодов, применяемых в инвестиционном анализе, из-
ложенные в данной статье, послужит небольшим ша-
гом на пути всех тех, кто профессионально занимается
данной проблемой в широком смысле этого слова.

Таблица 10

РАСШИРЕННАЯ ТАБЛИЦА СИМПЛЕКС-МЕТОДА ПРИ ВВЕДЕНИИ ОДНОЙ БАЗИСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 17a В
РАМКАХ МЕТОДА ГОМОРИ
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ВЫВОД
При формировании оптимального инвестиционного

портфеля, при наличии достаточных специфических
ограничений, формирующих допустимое множество
решений задачи, как, например, наличие двух уравне-
ний по бюджету, только некоторые инвестиционные
проекты могут рассматриваться как приоритетные, и,
следовательно, формировать оптимальный инвести-
ционный портфель.
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8.2. OPTIMIZATION SIMULATION
OF THE INVESTMENT BRIEFCASE

A.S. Maltsev, A.R. Evlampiev

In the article the algorithm of creation of an optimal in-
vestment briefcase is resulted, as which optimization pa-
rameter the maximization a pure adjusted present value
(Net Present Value, NPV) designs, on admissible assem-
blage which is made up of limitations under the budget, to
pay-back period, an accounting rate of return and tempo of
a falling of money resources appears. And as limitation un-
der the budget of a cash the significance gained as a cross
point of graphs (Investment Opportunity Schedule appears,
IOS) the graphics of investment possibilities and the mar-
ginal cost of a company capital (Marginal Cost of Capital
Schedule, MCC) and represents a graphics image of
weighted average cost of the capital as functions of size of
involved financial resources.

The optimization task is decided by the simplex-method
with the subsequent adding additional limitations according
to method Gomori that gives an integral value of shares of
an optimization briefcase, that, in turn, enables to state a
quantitative estimation of priority of the capital investment
projects, a made up briefcase.
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