
  

Перевозчиков А.Г., Лесик И.А. ИНВЕСТИЦИЙ В ОСНОВНЫЕ СРЕДСТВА КОМПАНИИ 
 

 233 

8.2. ПРОСТЕЙШАЯ МОДЕЛЬ 
ИНВЕСТИЦИЙ В ОСНОВНЫЕ 

СРЕДСТВА КОМПАНИИ  
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управления ОАО «НПО Русбитех», г. Тверь 
 

Перейти на Главное МЕНЮ 
Вернуться к СОДЕРЖАНИЮ 
 

Рассматривается простейшая модель инвестиций в основные средства 
компании с использованием заемного капитала. В качестве критерия 
предлагается использовать прямой критерий стоимости собственного ка-
питала компании. Стоимость собственного капитала может быть получена 
методом прямой капитализации валовой прибыли в рамках доходного 
подхода, что позволяет поставить задачу исследования стоимости компа-
нии от объема заемных средств. Эту зависимость можно назвать линией 
финансового менеджера и изучать в различных аспектах. Она наглядно 
показывает потенциальные возможности роста стоимости компании в дол-
госрочной перспективе в зависимости от располагаемых финансовых ре-
сурсов. Показано, что линия финансового менеджера является графиком 
возрастающей, вогнутой и кусочно-линейной функции и получена формула 
для ее обобщенного дифференциала. Это позволяет использовать чис-
ленный метод для ее построения и решает в определенном смысле по-
ставленную задачу в общем случае. 

ВВЕДЕНИЕ 
Рассматривается простейшая модель инвестиций в основные 

средства компании с использованием заемного капитала. Эта 
модель представляет собой частный случай моделей предло-
женных в [10] для изучения влияния заемного капитала на рост 
ее стоимости в процессе инвестиций в основные и оборотные 
средства компании. Целью финансового менеджмента компании 
в долгосрочной перспективе, как известно [4, 5], является обес-
печение роста ее стоимости за счет инвестиции собственных и 
заемных средств в основные и оборотные средства компании. 

В отличие от [10], где используется косвенный критерий ва-
ловой прибыли, в качестве критерия предлагается использо-
вать прямой критерий стоимости собственного капитала ком-
пании. Эта стоимость в простейшем случае может быть полу-
чена методом прямой капитализации валовой прибыли в 
рамках доходного подхода [8, 11, 13], что позволяет поста-
вить задачу исследования стоимости компании от объема 
заемных средств. Эту зависимость можно назвать линией 
финансового менеджера и изучать в различных аспектах. 
Она наглядно показывает потенциальные возможности по 
росту стоимости компании в долгосрочной перспективе в за-
висимости от располагаемых финансовых ресурсов. 

В настоящей работе показано, что линия финансового ме-
неджера является графиком возрастающей, вогнутой и ку-
сочно-линейной функции и получена формула для ее обоб-
щенного дифференциала в смысле [2, 3]. Это позволяет ис-
пользовать численный метод для ее построения и решает в 
определенном смысле поставленную задачу в общем случае. 

Вот основные идеи, заложенные в нашей новой работе. 
Она предназначена для аспирантов и докторантов, специа-
лизирующихся в области финансового менеджмента пред-
приятия, а также для действующих профессиональных оцен-
щиков инвестиций и бизнеса. 

1. КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ЗАДАЧИ 

Начнем с классической производственной задачи [3], 
которую мы возьмем за основу нашей простейшей мо-
дели инвестиций в основные средства компании. Мы 
приводим классические результаты исключительно с 

целью разъяснения сути предлагаемых инноваций. Мы 
воспользуемся более привычными для нас обозначе-
ниями, введенными в работах [2, 3]. 

1.1. Производственная задача 

При производстве n  видов продукции предприятия 
используется m  видов ресурсов. Известно:  

m21
b,...,b,b  – запасы ресурсов;  

)n,...,2,1j;m,...,2,1i(а
ij

  – расход i -го вида ре-

сурса на изготовление единицы j -й продукции;  

 )n,...,2,1j(c
j

цена единицы j -й продукции.  

Требуется составить план выпуска продукции, обес-
печивающий максимальную прибыль. 

Обозначим через  )n,...,2,1j(х
j

 объем выпуска 

j -й продукции. Вектор )x,...,x,x(x
n21

 называется 

фазовым вектором системы и характеризует ее состо-

яние. Учитывая, что 
jj

xс  – прибыль от реализации 

всего объема j -й продукции, а 
jij

xa  – затраты i -го 

вида ресурса на весь объем выпуска j -й продукции, 

запишем математическую модель задачи. С учетом не 
отрицательности выпуска продукции получим: 

.n,...,2,1j,0x

;bxa....xaxa

................................................

;bxa...xaxa

;bxa...xaxa

max;xc...xcxc)x(z

j

mnmn22211m

2nn2222121

1nn1212111

nn2211
























 (1) 

Или в векторной форме: 

.0x,bAx

max,x,c)x(z




 (2) 

Здесь  

)c,...,c,c(c
n21

 , )b,...,b,b(b
m21

  – векторы-столбцы;  

x,c  – скалярное произведение векторов x,c  в ев-

клидовом пространстве 
n

E ; 

ij
aA   – матрица n*m . 

Задача 1.1 

При производстве двух видов продукции использу-
ются три вида ресурсов. Составить математическую 
модель и найти план выпуска продукции, обеспечива-
ющий максимум дохода (табл. 1). 

Таблица 1 

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ 

Запасы  
сырья 

Расход сырья на еди-
ницу продукции 1 

Расход сырья на еди-
ницу продукции 2 

20 2 1 

12 1 1 

30 1 3 

Цена 40 50 

Решение. 

.0x

;30x3x

;12xx

;20xx2

max;x50x40)x(z

j

21

21

21

21
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Решая эту задачу графическим методом, поскольку в 
ней только две переменных, получим единственное 
оптимальное решение:  

570950340*)x(z*z,9*x,3*x
21

 . 

1.2. Двойственные оценки и  
устойчивость задачи 

Обозначим через Φ(b,c)  оптимальное значение кри-

терия в задаче (2), при фиксированном b  – через 

)c(f , а при фиксированном с  – через )b(F . Тогда, как 

показано в [1], функция )c,b(  – вогнута по b и выпук-

ла по с , и значит, непрерывна по этим переменным. 

Задачей двойственной к (2) называется задача: 

.0p,cpA

min,p,b




 (3) 

Здесь  

)p,...,p,p(p
n21

  – вектор двойственных перемен-

ных (оценок); 

A   – транспонированная матрица A . 

Оказывается, что если двойственная задача (3) име-

ет единственное решение *p , то функция )b(F  для 

задачи (2) дифференцируема и 

m,...,2,1i*,pb/)b(F
ii

   

[1], т.е. ее дифференциал равен: 

db*,p)b(dF  . (4) 

Здесь  

)db,...,db,db(db
m21

  – вектор возможных прира-

щений вектора запасов )b,...,b,b(b
m21

 .  

Это позволяет исследовать устойчивость результата 
задачи (2) относительно малых изменений вектора па-

раметров )b,...,b,b(b
m21

  и представляет простей-

шую модель изучения устойчивости системы. 

Задача 1.2 

Для производственной задачи 1 составить матема-
тическую модель двойственной задачи и найти соот-
ветствующий вектор оценок.  

Решение. Строго говоря, нужно рассмотреть вариан-
ты, когда одно из неравенств будет строгим, но в дан-
ном случае минимум критерия достигается, когда оба 
они выполняются как равенства. С учетом этого заме-
чания получим задачу: 

.0p

;50p3pp

;40ppp2

min;p30p12p20)p(z

j

321

321

321















 

Решая эту задачу методом исключения переменных, 
поскольку в ней только одна небазисная переменная, 
получим единственное оптимальное решение, соот-
ветствующее случаю, когда оба ограничения активны: 

.5705*3035*120*20*)p(z

*z,5*p,35*p,0*p
321




 

Заметим, что оптимальное значение прямой и двой-
ственной задачи совпадает, как известно из теории 
двойственности. Это обстоятельство может служить 
для взаимного контроля правильности полученных 
решений. 

Если двойственная задача (3) имеет не единствен-

ное решение, то функция )b(F  будет только диффе-

ренцируемой по направлениям, как показано в [1].  

Пусть }p,...,p,p{
k21  – множество крайних точек вы-

пуклого многогранного множества 0
P  оптимальных 

решений двойственной задачи (3), тогда производную 

функции )b(F  по направлению ,1s,s   можно найти 

по формуле [1]: 

.p,smin
)b(F)sb(F

lim
s

)b(F
r

kr1 












 (5) 

Это позволяет исследовать устойчивость результата 
задачи (2) относительно малых изменений вектора па-

раметров )b,...,b,b(b
m21

 в произвольном направле-

нии .1s,s   Здесь s  – длина вектора .s  

В частности, имеет место формула: 

).(o*p,smin

)b(F)sb(F)b(F

k

kr1











 (6) 

Пусть ,kl},p,...,p,p{
l21

  – объемлющее множество 

крайних точек выпуклого многогранного множества 

)PP(P
0
  всех допустимых решений двойственной 

задачи (3). 

Тогда функция )b(F является функцией минимума 

конечного числа дифференцируемых функций и в 
частности кусочно-линейна: 

.p,bmin)b(F
k

lr1 

  (7) 

В этом случае ,0,0/)(o    равномерно по 

направлению 1s,s   [6]. Полагая для любого прира-

щения b : 

,b,b/bs    (8) 

Получим из (6), что 

).b(op,bmin

)b(F)bb(F)b(F

k

kr1











 (9) 

Это позволяет определить обобщенный дифферен-
циал в смысле [2, 3] функции минимума формулой: 

.p,bmin)b(dF
k

kr1




  (10) 

Этот обобщенный дифференциал имеет все свой-

ства обычного (кроме линейности по b ) и может 

быть использован для приближенного вычисления 
приращения функции минимума: 

 

.p,bmin)b(dF

)b(F)bb(F)b(F

k

kr1











 (11) 

Таким образом, обобщенный дифференциал пред-
ставляет из себя минимум дифференциала критерия в 

(3) по параметру b , для тех крайних значений пере-

менной p  которые доставляют минимум в (3). 

Пример 1.1 

В задаче 2 решение оказалось единственным, поэто-
му ее значение (совпадающее со значением задачи 1) 

дифференцируемо по b , причем 

.b*pb*pb*pdb*,p)b(dF
332211
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Пусть, например, требуется определить приближен-
но, на сколько процентов изменится результат, если 
первый и третий запасы уменьшатся на 1%, а второй 
увеличится на 2%. В этом случае  

.3,030*01,0b01,0b

;24,012*02,0b02,0b

;2,020*01,0b01,0b

33

22

11













 

И по формуле (14), в частности, получаем: 

.9,6)3,0(*524,035)2,0(*0

)b(dF)b(F)bb(F)b(F



 
 

Это составит %2,1100*570/9,6100**z/)b(F   

от оптимального значения задачи *z . 
Аналогично в задаче (2) ввести множество: 

}x,...,x,x{
p21   

крайних точек выпуклого многогранного множества 0
X  

оптимальных решений задачи (2). Пусть: 

,pr},x,...,x,x{
r21

  – объемлющее множество крайних 

точек выпуклого многогранного множества )PX(X
0
  

всех допустимых решений двойственной задачи (2). 

Тогда функция )c(f оптимального значения задачи 

(2) является функцией максимума конечного числа 
дифференцируемых функций: 

.x,cmax)c(f
t

rt1 

  (12) 

Это позволяет определить обобщенный дифферен-
циал в смысле [2, 3] функции минимума формулой: 

.x,cmax)c(df
t

pt1




  (13) 

Этот обобщенный дифференциал имеет все свой-

ства обычного (кроме линейности по b ) и может 

быть использован для приближенного вычисления 
приращения функции минимума: 

.x,cmax)c(df)c(f)cc(f)c(f
t

pt1




 (14) 

Пример 1.2 

В задаче 1 решение оказалось единственным, поэто-
му ее значение (совпадающее со значением задачи 1) 

дифференцируемо по b , причем 

.c*xc*xdc*,x)c(df
2211

   

Пусть, например, требуется определить приближен-
но, на сколько процентов изменится результат, если 
первая цена уменьшится на 2%, а вторая увеличится 
на 1%. 

В этом случае 

.5,050*01,0с01,0с

;8,040*02,0с02,0с

22

11








 

И по формуле (17), в частности, получаем: 

.1,25,09)8,0(*3)c(df

)c(f)cc(f)c(f



 
 

Это составит %4,0100*570/1,2100**z/)c(f   

от оптимального значения задачи *z . 

2. ПРОСТЕЙШАЯ МОДЕЛЬ 
ИНВЕСТИЦИЙ 

Перейдем теперь к простейшей модели инвестиций в 
основные средства компании с использованием заемного 

капитала Z , следуя [10] и сохранив введенные обозна-

чения. Для этого рассмотрим классическую производ-

ственную задачу при условии, что вектор ресурсов b  

получил приращение y . Это приращение может возник-

нуть от инвестиций в основные и оборотные средства 
или перепрофилирования производства [10]. В этой ра-
боте мы рассмотрим случай инвестиций в основные 
средства предприятия с использованием заемного капи-
тала на долгосрочной основе. Предположим в связи с 
этим, что все ограничения производственной задачи (1) 
являются ограничениями по производственной мощности 

[10]. Тогда величины ,m,...,2,1i,b
i

 в правых частях 

ограничений задачи (1) равны соответственно: 

,m,...,2,1i,)lk(b
iiii

   (15) 

где  

i
k  – число единиц оборудования вида i , которое 

имеется на предприятии;  

i
l  – число дополнительных единиц оборудования 

вида i , приобретаемых за счет заемных средств;  

i
  – время эффективного использования оборудо-

вания вида i  за рассматриваемый период, обычно – 

год. В этом случае величины коэффициентов 
ij

a  ин-

терпретируются как время 
ij

t  загрузки оборудования 

вида i  при выпуске одной единицы продукции j  [10].  

Предположим, что стоимость одной единицы обору-

дования вида i  составляет 
i

d  и на его увеличение 

выделена сумма 
i

y  из общей суммы инвестиций Z . 

Тогда без учета целочисленности переменных 
ii

l,k  

получим: 

.m,...,2,1i,d/yl,d/bk
iiii

0

ii
  (16) 

Здесь 0

i
b  – стоимость единиц оборудования вида i , 

которое имеется на предприятии. Подставляя (16) в 
(15) получим: 

,m,...,2,1i,d/)yb(b
iii

0

ii
   (17) 

Полагая: 

,/dta
iiij

0

ij
  (18) 

приходим к нормированной задаче (1): 

.0x,ybxA

;x,cmax)y(q

00

x





 (19) 

Эта форма наиболее удобна для изучения непо-
средственного влияния инвестиций в основные сред-
ства на валовую прибыль предприятия, которая отли-
чается от избранного критерия на постоянные расходы 

0
C  предприятия. 

Сравнивая функцию (19) с функцией )b(F , введен-

ной в п. 1.2, убеждаемся, что 

).yb(F)y(q
0
  (20) 

В силу вогнутости и кусочно-линейности (полилиней-

ности) )b(F , следует вогнутость и кусочная линей-

ность функции )y(q  в (19).  

Введем функцию: 

.0y,Vy,e

);y(qmax)V(Q
y





 (21) 
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Здесь 
m

E)1,...,1(e   – вектор столбец. Эта функ-

ция показывает, как валовая прибыль, отличающаяся 

от избранного критерия на постоянные расходы 
0

C  

предприятия, зависит от объема заемного капитала V  

на долгосрочной основе, доступного компании для 
финансирования инвестиций в основные средства. 

Из вогнутости функции )y(q  и линейности ограни-

чений в (21) в силу леммы 1.8 в [12] функция )V(Q  

будет также вогнутой. Из кусочно-линейности функции 

)y(q  следует кусочная линейность функции )V(Q  в 

(21), как будет показано далее при выводе формула для 
ее обобщенного дифференциала, поскольку и то и дру-
гое следует из представления этой функции в виде ми-

нимума от конечного числа линейных по V  функций.  

Теперь мы можем определить стоимость собственно-

го капитала )V(XX   компании в результате инвести-

ции заемного капитала V  на долгосрочной основе в 
основные средства. Эта стоимость в простейшем слу-
чае может быть получена методом прямой капитализа-
ции валовой прибыли в рамках доходного подхода [8, 
11, 13]: 

.
i

gVC)V(Q
)V(X

0


  (22) 

Здесь  
g  – средняя стоимость капитала на долгосрочной 

основе; 

i  – подходящая ставка капитализации валовой при-

были компании. Из вогнутости и кусочно-линейности 

функции )V(Q  следует вогнутость и кусочная линей-

ность функции )V(X . 

Зависимость (22) можно назвать линией финансового 
менеджера и изучать в различных аспектах. Она нагляд-
но показывает потенциальные возможности по росту 
стоимости компании в долгосрочной перспективе в зави-
симости от располагаемых финансовых ресурсов. 

3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ  
РОСТА СТОИМОСТИ 

Перейдем теперь к рассмотрению условий, при кото-
рых возможен рост стоимости собственного капитала 
компании в результате инвестиций в основные сред-
ства с использованием заемного капитала на долго-
срочной основе, т.е. когда выполняется неравенство: 

),0(X)V(X   (23) 

при всех 0V  . 

Положим  
0

by  ,  (24) 

где 0  определяется из ограничения (21): 

Vy,e  . (25) 

Откуда получим: 

.

b,e

V

0

  (26) 

Тогда вектор (24) является допустимым вектором в за-
даче (21) и следовательно справедливо неравенство: 

).y(q)V(Q   (27) 

В силу (24) и линейности ограничений вектор 

x)1(   будет допустимым для задачи (19) и спра-

ведливо неравенство: 

).0(q)1(x,c)1()y(q    (28) 

Отсюда в силу (27) следует неравенство: 

).0(q)1()V(Q   (29) 

Далее, если 0V  , то из ограничения (25) следует, 

что 0y   – единственное допустимое решение задачи 

(21) и следовательно:  

)0(q)0(Q  . (30) 

Поэтому в силу (29): 

).0(Q)1()V(Q   (31) 

Используя полученное неравенство, имеем: 

.
i

gb,e/)0(Q

V

i

gV)0(Q

i

gV)0(Q)V(Q

i

C)0(Q

i

gVC)V(Q
)0(X)V(X

0

00






















 (32) 

Теперь из (32) следует, что достаточным условием 
роста стоимости собственного капитала компании яв-
ляется условие: 

.0g

b,e

)0(Q

0

  (33) 

Здесь 0
b,e  – стоимость оборудования, которое 

имеется на предприятии. Величину  

0
0

b,e

)0(Q
i  , (34) 

в (33) можно интерпретировать, как доходность на 
собственный капитал компании, определенный за-
тратным подходом [8, 11]. Поэтому (33) представляет 
собой обычное условие неотрицательности финансо-
вого рычага компании: 

.gi
0
  (35) 

(в ф-х (33,34) добавлен индекс нуль у i , поскольку 

это другая величина, в остальных формулах сохране-
но прежнее обозначение без индекса  – А.Г.) 

На самом деле это условие монотонности функции 

)Z(XX   из которого и следует условие (23) неубы-

вания стоимости собственного капитала компании, ис-
пользующей заемные средства на долгосрочной осно-
ве для инвестирования в основные средства.  

4. ПОЛИЛИНЕЙНОСТЬ И ОБОБЩЕННАЯ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ 
МЕНЕДЖЕРА 

Вначале получим представление функции )V(Q  в 

виде минимума от конечного числа линейных по V  
функций, анонсированного в п. 2. Проблема была в 
том, чтобы доказать, что функция доходности: 

,0y,Vy,e

);y(qmax)V(Q
y





 (36) 
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кусочно-линейна. Здесь 

.0x,ybAx

,x,cmax)yb(F)y(q

0

x

0





 (37) 

Для функции (37) можно использовать двойственное 
представление: 

.0p,cpA

;p,ybmin)yb(F)y(q
0

p

0





 (38) 

Переходя к минимуму по конечному множеству *P  

всех крайних точек *p  допустимого множества P  за-

дачи (38), получаем представление функции (37) в ви-
де минимума конечного числа линейных: 

*p,ybmin)yb(F)y(q
0

*p

0
 . (39) 

Отсюда и выводится ее линейность. Для доказа-
тельства линейности функции (36) представим ее те-
перь с использованием (39) в виде задачи ЛП: 

,0y,Vy,e

*,P*p,*p,ybv

,vmax)V(Q

0







 (40) 

Или в каноническом виде: 

.0y,Vy,e

*;P*p,*p,by*,pv

;vmax)V(Q

0







 (41) 

Для доказательства полилинейности функции )V(Q  

остается записать задачу (41) в двойственном виде, ко-
торая сводится к конечному минимуму линейных функ-

ций от V . Отсюда же получается точная формула для 
ее обобщенного дифференциала. Из полилинейности и 

обобщенной дифференцируемости функции )V(Q  бу-

дет следовать полилинейность и обобщенная диффе-

ренцируемость функции менеджера )V(X . 

5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛА ФУНКЦИИ 
МЕНЕДЖЕРА 

Вначале получим выражение для обобщенного 

дифференциала функции )V(Q . Для этого запишем 

задачу (41) в скалярном виде: 

.0y,)y,v(y,

V......

*p,y

..............

*p,y

y

...

y

v

*

1...........1.....0

*p...*p1

.....................

*p...*p1

maxy*0...y*0y*1y,c

1k

k0

10

1nn

1

)1n()1k(

k

n

k

1

1

n

1

1

n1





































































































 (42) 

Здесь }p,...,p,p{
k21  – множество крайних точек вы-

пуклого многогранного множества 0
P  оптимальных 

решений двойственной задачи (38). 
Двойственной к (41) будет задача: 

.0r,)r,r(r,

0

...

0

1

r

...

r

r

1*p...*p

.........................

1*p...*p

0...1............1...1

min;r*Vrr,y...

...rr,yr,s

1k

1n

1k1k

2

1

)1k()1n(

k

n

1

n

k

1

1

1

n1kkk

0

11

0








































































































 (43) 

В векторной форме двойственная задача (43) имеет вид: 

.k,...,2,1j,r,pr

;0r,1r,e

);Vry*rmin()Z(Q

j

1k

1k

0












 (44) 

Или в эквивалентной форме: 

.r,pmaxr

;0r,1r,e

);Vry*,rmin()Z(Q

j

k,...,1j
1k

1k

0










 

 (45) 

Здесь   .*)p...,*,p*
kn

k1


  С учетом минимизации по 

r  неравенства в ограничениях задачи (45) можно за-
менить на равенства: 

.r,pmaxr

;0r,1r,e

);Vry*,rmin()Z(Q

j

k,...,1j
1k

1k

0










 

 (46) 

Исключая переменную 
1k

r


 приходим к задаче: 

.0r,1r,e

);r,pmaxVy*,rmin()Z(Q
j

k,...,1j

0








 (47) 

Окончательно задаче (47) можно придать минимакс-
ную форму: 

.0r,1r,e

);r,pVy*,r(maxmin)Z(Q
j0

jr



 

 

Однако для вычисления обобщенного дифференци-
ала нужно использовать все-таки задачу (44), посколь-
ку для этого нам потребуются все крайние точки 

 l1
r,...,r  множества 0

R  ее решений, которые можно 

найти симплекс-методом. При этом обобщенный 

дифференциал функции )V(Q  будет иметь вид: 

.0V,r,pmaxminV

r,pmax*Vminr*Vmin)V(DQ

mj

k,...,1jl,...,1m

mj

k,...,1jl,...,1m

j

1k
l,...,1m
















 (48) 
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В силу (22) обобщенный дифференциал функции 

)V(X  будет иметь вид: 

.0V,gr,pmaxmin
i

V

i

Vg)V(DQ
)V(DX

kj

k,...,1jl,...,1m























 (49) 

Имея дифференциал функции )V(X  можно при-

ближенно вычислить ее значение в точке VV  : 

).V(DX)V(X)VV(X    (50) 

Используя приближенное равенство (50), можно ап-
проксимировать линию менеджера от известного 

начального значения )0(X  с выбранным достаточно 

малым шагом V , что позволяет практически постро-

ить линию менеджера с любой точностью. 

6. АППРОКСИМАЦИЯ ОБОБЩЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛА НА ОСНОВЕ 
МЕТОДА НАИБЫСТРЕЙШЕГО 
ПОДЪЕМА 

Вначале рассмотрим случай дифференцируемости 

функции доходности )V(Q , когда двойственная зада-

ча (39) имеет единственное решение:  

*)y(*p*p  ,  

где *y  – какое-то решение задачи (37) в определе-

нии (36) функции )V(Q .  

Пусть ресурс V  получил приращение 0V   и 

*y*y   – какое-то соответствующее решение зада-

чи (37) в определении (36) функции )VV(Q  . Тогда 

приращение *y  можно аппроксимировать прираще-

нием: 

*)y(*p*y     (51) 

вдоль направления наибыстрейшего подъема *p  

функции *)y(q , определенной в (37). Поскольку един-

ственный вектор *)y(*p*p   является в этом случае 

ее градиентом и справедливо приближенное равен-
ство: 

.*y*,p*)y(q*)y(Dq*)y(q)y*y(q   (52) 

Величину шага   в (51) вдоль направления 

наибыстрейшего возрастания функции *)y(q  следует 

определить из ресурсного ограничения: 

,*p,e*p*,yV    (52)* 

откуда следует равенство: 

.
*p,e

V
   (53) 

Отсюда с учетом (52) получим цепочку равенств: 

.V
*p,e

*p
)Z(QV

*p,e

*p*,p

*)y(q*)y*y(q)VV(Q

2









 (54) 

Откуда получаем приближенное выражение для 
дифференциала функции доходности: 

0V.,V
*p,e

*p
)V(DQ

2

   (55) 

Рассмотрим теперь случай, когда двойственная за-

дача (39) имеет несколько решений }p,...,p,p{
k21 . 

Тогда направление наискорейшего подъема *r  функ-

ции *)y(q , определенной в (37), определяется из 

условия максимума ее производной по направлению: 

.maxp,rmin
r

*)y(q

1r,r

j

k,...,1j 





 (56) 

В частности, если 1k  , т.е. решение двойственной 

задачи (39) единственно, то мы имеем предыдущий 
случай: 

*).y(*ppr
1
  (57) 

В общем случае аналог формула (55) будет иметь вид: 

.0V,p,rminmax
*r,e

V

p*,rmin
*r,e

V
)V(DQ

j

k,...,1j1r,r

j

k,...,1j














 (58) 

и доказываться из цепочки равенств аналогичной (54). 
Любопытно сравнить полученное приближенное вы-

ражение дифференциала функции доходности (58) с 
точным выражением (48): 

.r,pmaxminV)V(DQ
mj

k,...,1jl,...,1m 

   (59) 

По крайней мере, в дифференцируемом случае, ко-

гда 1k  , справедливо неравенство: 

.0V,r,pmaxminV

p,rminmax
*r,e

V
)V(DQ

mj

k,...,1jl,...,1m

j

k,...,1j1r,r













 (60) 

Действительно, в этом случае неравенство (60) бу-
дет иметь вид: 

.0V,r,pminV

p,rmax
*r,e

V
)V(DQ

m1

l,...,1m

1

1r,r













 (61) 

Минимум в правой части достигается на каком-то m
r  

для которого 1r,e
m

 . Поскольку это угловая точка 

множества допустимых решений задачи (44), то все 

координаты вектора m
r , кроме одной равны нулю. Из 

условия 1r,e
m

  следует, что эта единственная ко-

ордината равна единице, откуда, в частности, следует, 

что 1r
m

 , что вместе с предыдущим условием дает: 

,0V,r,pminVp,rV

p,r
r,e

V
p,rmax

*r,e

V
)Z(DQ

m1

l,...,1m

1m

1m

m

1

1r,r













 (62) 

что и требовалось доказать. 
Таким образом, в дифференцируемом случае при-

ближенная формула для дифференциала дает не 
меньшее приращение, чем точная. Поскольку точное 
значение дифференциала представляет собой глав-

ную часть приращения функции доходности )V(Q  за 

счет положительного приращения ресурса 0V  , то 

оно представляет собой как бы изменение максимума 
по значению в задаче (36) в линейном приближении. 
Поэтому никакое другое изменение этого значения в 
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линейном приближении не может дать большее зна-
чение. Отсюда следует, что должно выполняться об-
ратное к (61) неравенство, т.е. (61) выполняется как 
равенство:  

.0V,r,pminV

p,rmax
*r,e

V
)V(DQ

m1

l,...,1m

1

1r,r













 (62)* 

Таким образом, по крайней мере, в дифференциру-
емом случае приближенное выражение для диффе-
ренциала совпадает с точным. Поскольку функция до-

ходности )V(Q  является полилинейной, то она диф-

ференцируема везде кроме, быть может, конечного 
числа точек. Аппроксимация обобщенного дифферен-

циала для функции менеджера )V(X  из аппроксима-

ции обобщенного дифференциала функция доходно-

сти )V(Q  получается по формуле аналогичной (49): 

.0V,gr,pminmax
i

V

i

Vg)V(DQ
)V(DX

j

k,...,1j1r,r

























 (63) 

Поэтому аппроксимация функции менеджера )V(X  

по формуле (50) может быть получена и с использова-
нием приближенной формулы для обобщенного диф-
ференциала, если мы будем двигаться по точкам ее 
дифференцируемости. Это возможно сделать, если 
условия принадлежности к кускам ее линейности за-
даются явно в виде линейных неравенств, которые 
можно будет проверить. Для корректности этой схемы 
нужно рандомизировать уравнение (50) по схеме, 
предложенной в [7]: 

.0V,...;2,1s;VVV

);hV(DX)V(X)V(X

0s1s

s

ss1s












 (64) 

Здесь  

,V)V(X)V(DX   (65) 

 i/)g)V(Q)V(X   – производная полилинейной 

функции )V(X  в точке V , которая существует для 

всех V  кроме, быть может, конечного множества точек 

в силу аналогичного свойства функции )V(Q  в (22). 

Величина 0h   задает точность аппроксимации 

функции менеджера )V(X  ее осредненной функцией: 

 
0

1E

1h
)hV(X)V(X   . (66) 

Ядро осреднения здесь определяется, например, по 
формуле [9]: 

  .
O,0

O,2
1

01

















   (67) 

Здесь  

 .1EO;
0n0
   (68) 

Известно [9], что осредненная функция от липшице-
вой функции будет дифференцируемой и 

,Lh)V(X)V(X
h

  (69) 

где L  – соответствующая константа Липшица. 

Пусть величина s
  в (64) есть s -ю независимую ре-

ализацию случайной величины (с.в.)  , равномерно 

распределенной (р.р.) на O . Тогда случайный процесс 

[13] почти наверное (п.н.) определен и в среднем сов-

падает с осредненной функцией  
sh

V(X  [9], которая 

аппроксимирует исходную функцию менеджера на дис-

кретной решетке  
s

V  с точностью )h(O  в силу (69). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В настоящей работе показано, что линия финансового ме-

неджера является графиком неубывающей, вогнутой и кусоч-
но-линейной функции. Последнее при естественном условии 
неотрицательности финансового рычага компании. И получе-
на формула для ее обобщенного дифференциала в смысле 
[4, 5]. Это позволяет использовать численный метод для ее 
построения в общем случае. 
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Ключевые слова 
Собственный капитал компании; стоимость собственного 

капитала компании; доходный подход; метод прямой капита-
лизации прибыли; инвестиции в основные средства компа-
нии; заемные средства компании на долгосрочной основе; 
зависимость стоимости от объема инвестиций; линия финан-
сового менеджера; монотонность; вогнутость и кусочная ли-
нейность линии финансового менеджера. 

РЕЦЕНЗИЯ 
Рассматривается простейшая модель инвестиций в основные сред-

ства компании с использованием заемного капитала. В качестве кри-
терия предлагается использовать прямой критерий стоимости соб-
ственного капитала компании. Стоимость собственного капитала мо-
жет быть получена методом прямой капитализации валовой прибыли 
в рамках доходного подхода, что позволяет поставить задачу иссле-
дования стоимости компании от объема заемных средств. Эту зави-
симость можно назвать линией финансового менеджера и изучать в 
различных аспектах. Она наглядно показывает потенциальные воз-
можности роста стоимости компании в долгосрочной перспективе в 
зависимости от располагаемых финансовых ресурсов.  

Показано, что линия финансового менеджера является графиком 
возрастающей, вогнутой и кусочно-линейной функции и получена 
формула для ее обобщенного дифференциала. Это позволяет ис-
пользовать численный метод для ее построения и решает в опреде-
ленном смысле поставленную задачу в общем случае. 

Вот основные идеи, заложенные в нашей новой работе. Она пред-
назначена для аспирантов и докторантов, специализирующихся в об-
ласти финансового менеджмента предприятия, а также для действу-
ющих профессиональных оценщиков инвестиций и бизнеса. 

Все это определяет актуальность, научную новизну и практическую 
значимость полученных результатов. Все результаты строго доказа-
ны. Считаю, что статья А.Г.Перевозчикова, Лесика И.А. может быть 
опубликована в журнале «Аудит и финансовый анализ». 

Фирсова Е.А., д.э.н, проф., зав. кафедрой бухгалтерского учета и 
аудита, проректор по научной работе Тверской государственной 
сельскохозяйственной академии 
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