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Работа посвящена исследованию статистических свойств финансо-
вых временных рядов, моделированию статистик финансовых данных и
их эмпирических распределений. Особое внимание в работе обращено
на плотность распределения в условиях временной агрегации. Опираясь
на проведенную в работе статистическую обработку широкого круга фи-
нансовых данных, показано, что для описания различных областей эм-
пирических распределений необходимо воспользоваться различными
моделями. Так, для описания центральной области предложена модель
α-устойчивых распределений. Для описания хвостовой части распреде-
ления предложено распределение Парето. В работе численно реализо-
ваны алгоритмы оценивания параметров α-устойчивых распределений.

ВВЕДЕНИЕ
В финансовой теории основополагающей является гипоте-

за случайного блуждания, которая состоит в том, что прира-
щение цен ведет себя, как стационарный случайный процесс
с независимыми и одинаковыми распределениями по нор-
мальному закону.

Для нормального распределения теоретический коэффици-
ент скошенности SN равен нулю. Положительность эмпириче-
ского коэффициента скошенности NS

)
означает, что эмпириче-

ская, а возможно, и истинная плотность распределения асим-
метрична с более крутым падением слева, нежели справа.

Наиболее весомым аргументом в пользу отклонения гипо-
тезы «нормальности» является, конечно, слишком большое
значение коэффициента вытянутости (эксцесса), растущего,
как видим, с уменьшением Δ. Поскольку коэффициент вытя-
нутости определяется через четвертый момент, то это об-
стоятельство наводит также на мысль, что распределение
величин ( )

k tk
h h D=% %  имеет «тяжелые» хвосты, что проще всего

понимать так, что соответствующая плотность распределе-
ния ( ) ( )p xD  сравнительно (с нормальной плотностью) мед-

ленно убывает при x→∞.
В работах Olsen & Associates, Дакорона, Мандельброта [1],

[2] и других, показано, что эмпирические распределения су-
щественно отличаются от нормального:

· «вытянутость»:
( )
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)  – эмпирический коэф-

фициент вытянутости (эксцесса, kurtosis);
· толстохвостость» – свойство распределения, характери-

зуемое тем, что кривая распределения при стремлении
аргумента к ±∞ убывает значительно медленнее, чем
распределение Гаусса;

· асимметрия распределения и ее центральной части, ко-
торая характеризуется коэффициентом скошенности,
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)  – эмпирический коэффициент скошенно-

сти (асимметрии, skewness), для нормального гауссовско-
го распределения он равен 0).

Цель данной работы состояла в том, чтобы построить ма-
тематические модели, описать плотности эмпирических рас-
пределений Forex со свойствами, адекватно отражающими
статистический характер финансовых данных.

1. СТРУКТУРА СТАТИСТИЧЕСКИХ
ДАННЫХ

Имея некоторое представление о характере интенсив-
ности, частоты появления тиков (по крайней мере, на при-
мере статистических данных обменных курсов валют),  а
также представление об одномерных распределениях
между тиковых интервалов (tk - tk-1), и естественно теперь
обратиться к статистике в поведении изменений в ценах,
т.е. статистике последовательности (Stk - Stk-1)K³1 или свя-
занных с нею других величин, скажем,

k
k
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S
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Сразу следует отметить отличие дневных, недельных,
месячных, ... данных от «внутридневных». Первые рас-
сматриваются как данные, поступающие через равноот-
стоящие, регулярные интервалы времени D. Скажем, D
может быть один день, одна неделя и т.д. При обраще-
нии же к внутридневной статистике приходится иметь
дело с данными, поступающими нерегулярно, в случай-
ные неравноотстоящие моменты t1, t2, ..., tk с разными
интервалами D1,D2, ..., где Dk = tk –tk-1.

Эта нерегулярность вносит определенные трудности
для применения уже имеющихся методов статистиче-
ского анализа данных. Поэтому, как правило, стати-
стические данные сначала подвергаются некоторой
предварительной обработке (дискретизация, отбра-
ковка аномальных наблюдений, сглаживание, выделе-
ние трендовых составляющих и т.п.).

Остановимся подробнее на приемах дискретизации.
Зафиксируем некоторый «разумный» интервал (ре-
ального физического) времени D.  Этот интервал не
должен быть слишком малым. Применительно к стати-
стике обменных курсов нужно, чтобы этот интервал
был репрезентативным в том смысле, что в него попа-
дает значительное число тиков, или, по-другому, что-
бы D было значительно больше среднего времени ме-
жду двумя тиками. В противном случае образуемое
дискретизацией статистическое «сырье» будет содер-
жать слишком много «пустых» данных.

В случае обменных курсов основных валют в работе
[3] рекомендуется брать D ³ 10 мин., что (помимо тре-
буемой репрезентативности) позволяет также избе-
жать неопределенности, возникающей в связи с тем,
что при меньших значениях D размер спрэда и диапа-
зон изменений в ценах покупки и продажи становятся
сопоставимыми.

Простейший метод дискретизации состоит в том, что
после выбора D (скажем, 10 мин., 20 мин., 24 часа и
т.д.) вместо кусочно-постоянного процесса S = (St)t³o с
непрерывным временем t ³ 0 рассматривается новая
последовательность SD= tk

(S ) с дискретным временем
tk=kD, k= 0,1,....

Другой широко распространенный метод дискрети-
зации состоит в том, что сначала кусочно-постоянный
процесс

St=So+ ( )k k
k 1

I tx t
³

£å  (2)

заменяется на его непрерывную модификацию

( )tS S=% % , получаемую линейной интерполяцией между

значениями (Stk) (рис. 1):
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Рис. 1. Кусочно-постоянный процесс (St) и его
непрерывная модификация ( S% t)

Затем проводится дискретизация этой модификации

( )tS S=% %  так,  как это описано выше в простейшем ме-

тоде; т.е. образуется последовательность
tk

S SD æ ö= ç ÷è ø
% %  в

точках tk = kD, k = 0,1, ..., с параметром D, определяю-
щим тот временной интервал (месяц, неделя, день, 20
мин., 5 мин., и т.д.), который интересует инвестора,
трейдера и прочих.

Помимо дискретизации во времени, статистические
данные могут квантоваться или, попросту говоря, ок-
ругляться также и по фазовой переменной. Обычно
это делается следующим образом.

Выбирается некоторое g > 0 и вместо исходного про-
цесса S = (St)t³o вводится новый процесс S(g) = (St(g))t³o
со значениями

( ) t
t

SS g g
g

é ù
= ê ú

ë û
.  (4)

Так, если g = 1 и St = 10.54, то St(1) = 10; если же g = 3,
то St(3) = 9; тем самым, понятно, что определение (3)
соответствует процедуре округления с ошибкой округ-
ления g.

Если производится сначала g-квантование, а затем
D-дискретизация, то из (St) получаем новую последо-
вательность SD (g) или ( )SD g% .

Поскольку St(g) ® St при g ® 0, то возникает важный во-
прос о том, как согласованным образом надо выбирать D
и g для того, чтобы значения ( )( )tk

S g  в моменты време-

ни tk = kD, k = 0,1, ..., содержали «почти ту же самую ин-
формацию, что и (St)». В качестве первого подхода к от-
вету на этот вопрос представляется естественным сна-
чала выяснить, при каких условиях на скорости
сходимости D ® 0 и g ® 0 имеет место и сходимость со-
ответствующих конечномерных распределений процес-
сов SD (g), ( )SD g%  к предельному процессу S.

2. СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
ЭМПИРИЧЕСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

2.1. Одномерные распределения лога-
рифмов относительных изменений цен

Взглянем на графики некоторых валютных курсов
(рис. 2-5).

Рис. 2. График значений валютного курса японской
йены по отношению к доллару за период

1962-2005 гг. (JPY/USD)

Рис. 3. График значений валютного курса немецкой
марки по отношению к доллару за период

1956-2001 гг. (DEM/USD)

Рис. 4. График значений финансового индекса
S&P500 за период 1965-2007 гг.
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Рис. 5. График значений валютного курса англий-
ского фунта по отношению к доллару за период

1956-2007 гг. (GBP/USD)

Рассмотрим валютный курс (скажем, DEM/USD) S =
= (St)t³o с a b

t t tS S S= × . Обозначим ( )t t 0
S S

³
=% %  непре-

рывную модификацию ( )t t 0
S S

³
= , полученную посред-

ством линейной интерполяции.
Пусть далее ( )tk k 0

S SD D
³

= -% %  дискретизация ( )t t 0
S S

³
=% %

с tk =kD.
При рассмотрении изменений в ценах реальное эко-

номическое значение имеют не сами величины изме-
нений в ценах t t tk k k 1

S S SD
-

º -% % % , а их относительное

изменение t tk k

t tk k 1

S S
1

S S
D

-

= -
% %

% % . В этой связи оправдан

обычный интерес к распределениям не величин ( )tk
S% ,

а величин ( )tk
H% , где tk

tk
tk 1

S
H ln

S
-

æ ö
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è ø

%
%

% .

Будем обозначать
( ) ( )t t t tk k k k 1

h H H HD D
-

= = -% % % % ,  (5)

где k 0t k ,k 0,H 0D= ³ =% .

С учетом способа получения SD%  из S, а также вве-
денных в параграфе 1 обозначений ( th HD= ,

th HD= ), находим, чтo
( ) ( )

{ }
t tk i ki: t tk 1 i k

h h rD D
t

t< £-
= +å% % ,  (6)

где слагаемое ( )
tk

r D%  определяется концевыми эффек-
тами и может быть названо остаточным членом по
причине его малости по сравнению с величиной выра-
жения, определяемого суммой.

В самом деле, если, например, Δ = 1 час, то, согласно
данным таблицы 1, среднее число тиков для DEM/USD
будет равно примерно 187 (= 4500 / 24). Таким образом,
величина суммы в (6) определяется 187 значениями

ri
h .  В то же время модуль ( )

tk
r D  заведомо меньше или

равен сумме модулей четырех значений h, отвечающих

тем моментам тиков, которые непосредственно пред-
шествуют моментам tk-1, tk и следуют за ними.

Одна из самых значительных баз данных FX-рынка
принадлежит Olsen & Associates. Согласно этой базе
данных, представление об активности на FX-рынке в пе-
риод 01.01.1992-31.12.1998 можно получить из табл. 1.

Таблица 1

АКТИВНОСТЬ НА FX-РЫНКЕ
В ПЕРИОД 01.01.1992-31.12.1998 г.

Курс
Общее число ти-

ков в базе данных

Среднее число тиков в сутки
(52 недели в году,

5 бизнес-дней в неделю)
DEM/USD 8 238 532 4 500
JPY/USD 4 230 041 2 300
GBP/USD 3 469 421 1 900
CHF/USD 3 452 559 1 900
FRF/USD 2 098 679 1 150
JPY/DEM 190 967 630
FRF/DEM 132 089 440
ITL/DEM 118 114 390
GBP/DEM 96 537 320
NLG/DEM 20 355 70

Важно подчеркнуть, что сумма, стоящая в (6), есть
сумма случайного числа случайных величин, распреде-
ление которой может быть достаточно сложным, даже
когда отдельные составляющие и случайное число чле-
нов имеют сравнительно простые распределения. Это
обстоятельство может рассматриваться как некоторое
формальное объяснение того, что, как будет показано
далее, распределение величин ( )

tk
h D%  не может считаться

гауссовским. Правда, мы увидим, что при увеличении Δ,
влекущем за собой увеличение числа членов в сумме в
(6), гипотеза о гауссовости распределений величин ( )

tk
h D%

становится более правдоподобной – начинает «сказы-
ваться» феномен справедливости центральной пре-
дельной теоремы при суммировании большого числа
слагаемых.

Замечание. Обозначение ( )
tk

h D%  довольно-таки гро-
моздко, хотя и «говорит» о способе образования этих
величин. В дальнейшем для упрощения записи эти ве-
личины будут обозначаться также ( )

tk
h D%  (с указанием

способа их формирования и выбранного значения Δ).
Итак, будем считать заданным Δ >  0.  При исследо-

вании вопроса о совместных распределениях
Law( 1h% , 2h% , …) последовательности значений 1h% , 2h% ,
и т.д., естественно, прежде всего заняться их одно-
мерными распределениями, считая, что эти величины
одинаково распределены и плотности их распределе-
ний являются одновершинными. (В первом приближе-
нии эта гипотеза однородности хорошо подтверждает-
ся статистическим анализом для многих финансовых
индексов, по крайней мере, на не очень больших вре-
менных интервалах.

По данным Olsen & Associates в период 01.01.1992-
31.12.1998 было зарегистрировано 8 238 532 тика в об-
менном курсе DEM/USD. О значениях характеристик
одномерного распределения величин ( )

i ih h D=% % , оцени-
ваемых по этим статистическим данным, можно судить
по следующей табл. 2 из [3]:
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Таблица 2

ЗНАЧЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК ВЕЛИЧИН
( )

i ih h D=% % ОДНОМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Δ N
Среднее

Nh
Диспер-
сия 2m)

Скошен-
ность NS

)
Вытяну-

тость NK
)

10 мин. 368 000 -2.73·10-7 2.6·10-7 0.17 35.11
1 час 61 200 -1.63·10-6 1.45·10-6 0.26 23.55
6 час. 10 200 -9.84·10-5 9.20·10-6 0.24 9.44
24 час. 2 100 -4.00·10-5 3.81·10-5 0.08 3.33

В этой таблице:
N – число выборочных точек (вида t i= iΔ);

( )N

N tii 1

1h h
N =

= å % ;

( )kN

k t Nii 1

1m h h
N =

= -å
) % ;

3
N 3 / 2

2

mS
m

=
))

)  – эмпирический коэффициент скошенно-

сти (асимметрии, skewness);

( )
4

N 2
2

mK 3
m

= -
))
)  – эмпирический коэффициент вытя-

нутости (эксцесса, kurtosis).
Для нормального распределения теоретический ко-

эффициент скошенности SN равен нулю. Положитель-
ность эмпирического коэффициента скошенности NS

)

означает, что эмпирическая, а возможно, и истинная
плотность распределения асимметрична с более кру-
тым падением слева, нежели справа. Из таблицы вид-
но также, что среднее значение (по модулю) значи-
тельно меньше стандартного отклонения (квадратного
корня из дисперсии) и поэтому практически может счи-
таться равным нулю.

Наиболее весомым аргументом в пользу отклонения
гипотезы «нормальности» является, конечно, слишком
большое значение коэффициента вытянутости (экс-
цесса), растущего, как видим, с уменьшением Δ. По-
скольку коэффициент вытянутости определяется че-
рез четвертый момент, то это обстоятельство наводит
также на мысль, что распределение величин ( )

k tk
h h D=% %

имеет «тяжелые» хвосты, что проще всего понимать
так, что соответствующая плотность распределения

( ) ( )p xD  сравнительно (с нормальной плотностью)
медленно убывает при x→∞.

2.2. Отклонение от гауссовости.
«Вытянутость» эмпирических плотностей

Отклонение от нормальности (гауссовости) величин

kh% , наблюдаемое не только для обменных курсов ва-
лют, но также и для других финансовых показателей
(цен акций, например), подтверждается не только ви-
дом эмпирических плотностей (гистограмм), но и стан-
дартными статистическими приемами обнаружения
отклонений от нормальности, такими как, например:
· квантильный метод;
· 2X

)
-тест;

· ранговые критерии.
Напомним суть этих приемов.
Квантильный метод проще всего иллюстрируется

QQ
)

-графиком (рис. 6), на котором по горизонтальной

оси откладываются квантили соответствующего нормаль-
ного распределения ( )2N ,m s  с параметрами ( )2,m s ,
оцениваемыми по статистическим данным, а по верти-
кальной оси – квантили эмпирического распределения ве-
личин kh% . (Квантиль Qp порядка р, 0 < р < 1, распределе-
ния случайной величины ξ есть, по определению, то зна-
чение x, для которого P(ξ ≤ x) ≤ p и P(ξ ≤ x) ≥ 1 - p.)

В случае «хорошего» согласия эмпирического рас-
пределения с теоретическим множество точек (Qp, pQ

)
)

должно быть сконцентрировано около диагональной
прямой. Однако статистические данные (по курсам ва-
лют, ценам многих акций и прочее) показывают, что
это не так, и график (Qp, pQ

)
), изображенный на рис. 6,

соответствует тому, что теоретическая (нормальная) и
эмпирическая плотности имеют вид, представленный
на рис. 7.

Рис. 6. QQ
)

- Квантильный анализ обменного курса
DEM/USD с интервалом Δ = 20 мин. (по данным

агентства Рейтер, 5.10.97-26.9.98)

По вертикальной оси отложены квантили pQ
)

 эмпириче-

ского распределения величин ( )
k tk

h h D=% % , tk = k, k = 1, 2, …;
по горизонтальной оси – квантили Qp нормального рас-
пределения

Рис. 7. Типичный график эмпирической плотности
(величин ( )

k tk
h h D=% % tk = k, k = 1, 2, …) и соответст-

вующей теоретической (нормальной) плотности

Применение 2X
)

-теста Пирсона как критерия согла-
сия основано на построении статистики:
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( )k i i2

i 1 i

np
X

np
n

=

-
= å

)
,  (7)

где in  есть число наблюдений, попавших в интерва-

лы Ii
k

i
i 1

I R
=

=å , играющие роль интервалов группиро-

вания данных (v1 + … + vk = n), и pi-вероятности попа-
дания в эти множества, соответствующие проверяе-
мому теоретическому распределению.

В соответствии с критерием согласия Пирсона, гипо-
теза H0: эмпирические данные согласуются с теорети-
ческой моделью отвергается с уровнем значимости α,
если выполнено неравенство 2 2

k 1,1X X a- ->
) )

, где 2
k 1,1X a- -

)

есть 1Q a-  – квантиль (т.е. квантиль порядка 1 - α) рас-

пределения 2X
)

 с k - 1 степенями свободы.
Напомним, что 2X

)
-распределение с m степенями

свободы – это распределение случайной величины
2 2 2
m 1 mX ...x x= + +  ,  где 2 2

1 m, ...,x x  – независимые стан-
дартные нормально распределенные, N(0,1), случай-
ные величины. Плотность fm(x) такого распределения
задается формулой

( ) ( )
m\2 1 x\2

m\2
m

1 x e , x 0
2 Г m \ 2f x
0 , x 0.

- -ì >ï= í
ï £î

(8)

В работе [4] приведены результаты статистической
обработки с целью проверки гипотезы H0 с уровнем
значимости α =  1% для акций десяти крупных немец-
ких компаний и банков (BASF,  BMW,  Daimler  Benz,
Deutsche Bank, Dresdner Bank, Hőchst, Preussag, Sie-
mens, Thyssen, VW) по трехлетним данным (1.10.1994-
30.09.1997). Подсчет 2X

)
 и 2

k 1,1X a- -

)
 (k =  22,  число на-

блюдений t = 745) показывает, что гипотеза H0 должна
быть отвергнута для всех этих десяти компаний без
исключения. Например, для BASF и Deutsche Bank для

2X
)

 (с pi =  1  /  k, k = 22) получены значения 104.02 и
88.02, в то время как критическое значение

2
k 1,1X 38.93a- - =

)
 при k = 22, α = 0.01. Тем самым 2X

)

значительно больше 2
k 1,1X a- -

)
 и, согласно 2X

)  – крите-
рию, гипотеза H0 отвергается.

3. СТАТИСТИКА РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В
ГРАНИЧНЫХ ОБЛАСТЯХ

3.1. «Тяжелые хвосты»
Отклонение от нормальности и наличие «тяжелых

хвостов» у эмпирических плотностей привело к едино-
душному мнению, что для «правых хвостов» т.е. при
x→+ ∞

( )( )tk
P h xD >%  ~x-αL{x), (9)

где «хвостовой индекс» α = α(Δ) > 0 и L = L(x) – мед-

ленно меняющаяся функция: ( )
( )

L xy
1

L x
® , x→+∞, для

любого у > 0. Аналогичное заключение делается и от-
носительно «левых хвостов».

В работе [5] отмечается, что вытянутость и тяжелые
хвосты плотности распределения возникают, напри-

мер, в моделях ARCH, GARCH, при рассмотрении
смесей нормальных распределений.

В ряде работ [6] для распределений величин ( )
tk

h D%

предлагается использовать t-распределение Стью-
дента, имеющее плотность

n 1
2 2

n

n 1Г1 x2f ( x ) 1
n nn Г
2

p

+
-

+æ ö
ç ÷ æ öè ø= +ç ÷æ ö è øç ÷
è ø

, (10)

где целочисленный параметр n носит название
«число степеней свободы». Из (10) видно, что это рас-
пределение относится к распределениям типа Парето
с тяжелыми хвостами.

После работ Б. Мандельброта (см., например, [7], [8])
и Е. Фама (см. [5])) в финансовой литературе широкую
популярность получили модели финансовых индексов,
основанные на устойчивых распределениях. Эти рас-
пределения имеют свой «индекс устойчивости» α, при-
нимающий значения из интервала (0,2]. В случае α = 2
устойчивое распределение является нормальным; при
0  < α < 2 соответствующее распределение является
распределением типа Парето (9), где «хвостовой ин-
декс» α есть в точности «индекс устойчивости».

Таким образом, гипотеза устойчивого распределения
с 0 < α < 2 для описания распределений ( )

k tk
h h D=% %  ес-

тественна, поскольку для этого распределения имеют-
ся и тяжелые хвосты,  и вытянутость,  наблюдаемые в
статистических данных. Помимо этого, обращение к
устойчивым распределениям оправдывается следую-
щим характеристическим свойством автомодельности
этих распределении: если случайные величины Х и Y
независимы и имеют устойчивое распределение с ин-
дексом устойчивости α ,  то их сумма также имеет ус-
тойчивое распределение с тем же самым индексом,
или, что то же, композиция распределений X и Y явля-
ется распределением того же типа.

С экономической точки зрения это есть вполне есте-
ственное требование сохранения характера распреде-
лений данных при временной агрегации (time aggrega-
tion), выполнение которого для устойчивых распреде-
лений делает их применение еще более оправданным.

Однако при оперировании с устойчивыми распреде-
лениями возникает ряд существенных трудностей, вы-
званных следующими причинами.

Если Х – случайная величина с устойчивым распреде-
лением индекс 0 < α < 2, то XE < ∞, если только α > 1. И,

вообще, pXE < ∞ тогда и только тогда, когда р < α.
Тем самым, у устойчивого распределения с индек-

сом 0 < α < 2 хвосты настолько «тяжелы», что второй
момент является бесконечным. Это обстоятельство
вносит значительные трудности теоретического харак-
тера (например, при анализе качества различных оце-
нок, критериев, основанных на использовании диспер-
сии) и, с другой стороны, трудно поддается и экономи-
ческому объяснению, и реальной проверке в силу того,
что имеется, как правило, лишь ограниченное число
статистических данных.

В связи с последним обстоятельством отметим, что
оценка истинного значения «хвостового индекса» α
является, вообще говоря, делом довольно-таки дели-
катным.
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Связано это с тем, что для «хорошей» оценки α на-
до, с одной стороны, иметь достаточно много наблю-
дений,  с тем чтобы набрать значительное число экс-
тремальных значений, по которым только и можно
оценить «хвостовые эффекты» и «хвостовой индекс».
Но, с другой стороны, наличие большого числа «не-
экстремальных» наблюдений будет вносить, к сожале-
нию, смещение при оценивании истинного значения α.

Из свойств устойчивых распределений следует, что
если их использовать для описания распределений фи-
нансовых индексов, то не удается совместить сразу три
требования: сохранение типа распределения при ком-
позиции, наличие тяжелых хвостов с индексом 0 < α < 2
и конечность второго момента, а значит, и дисперсии.

Понятно, что конечность дисперсии имеет место для
распределений типа Парето с «хвостовым индексом»
α > 3. И хотя такие распределения не обладают свой-
ством замкнутости относительно композиции, они об-
ладают, тем не менее, важным свойством сохранения
характера убывания плотности распределения при
композиции: если Х и Y имеют одно и то же распреде-
ление типа Парето с «хвостовым индексом» α и неза-
висимы, то их сумма Х + Y также имеет распределение
типа Парето с тем же самым «хвостовым индексом» α.
С этой точки зрения распределения типа Парето мож-
но считать удовлетворяющими желаемому свойству
устойчивости хвостового индекса α при композиции.

Даже только из сказанного выше становится понят-
но, почему индексу α, определяющему характер пове-
дения распределений величин ( )

tk
h D%  на бесконечности,

уделяется столь большое внимание. Можно дать так-
же и экономико-финансовое объяснение интереса к
индексу α. Дело в том, что «хвостовой индекс» пока-
зывает, в частности, насколько активны на рынке игро-
ки со спекулятивными интересами. Если «хвостовой
индекс» α большой, то это говорит о том, что на рынке
редки аномальные выбросы в значениях цен, что ры-
нок ведет себя гладко без больших колебаний в зна-
чениях цен. В этом смысле рынок при больших значе-
ниях α может рассматриваться как эффективно функ-
ционирующий, и, тем самым, значение индекса α
является некоторой мерой этой эффективности.

3.2. Алгоритм оценки параметров
«тяжелых хвостов»

Обратимся к вопросу об оценивании индекса устой-
чивости для устойчивых распределений и, более об-
щим образом, к «хвостовому индексу» для распреде-
лений типа Парето. Сразу следует отметить, что в фи-
нансовой литературе нет единодушного мнения о том,
каково же все-таки истинное значение «хвостового ин-
декса» α для тех или иных обменных курсов,  акций и
других финансовых показателей. Объясняется это, как
уже отмечалось, трудностью построения эффективных
оценок Nα% (N – число наблюдений) параметра α. Самa
же по себе постановка задачи оценивания этого пара-
метра требует аккуратного формулирования всех
предпосылок получения статистического сырья { ( )

tk
h D% },

правильного выбора значений Δ и т.д.
В финансовой литературе для оценки индекса ус-

тойчивости α часто используют (эффективные) оценки
Nα) , предложенные в работах [9] и определяемые сле-

дующим образом:

f 1 f
N

0.72 0.28

Q Q0.827
Q Q

a --
=

-

) )
)

) ) , 0.95 ≤ f ≤ 0.97,  (11)

где fQ
)

 есть квантиль порядка f, построенный по вы-
борке объема N в предположении, что наблюдения
подчиняются симметричному устойчивому распреде-
лению.

В случае справедливости гипотезы о принадлежности
закона распределения Law ( ) ( )

k k tk
h , h h D=% % % ,  к классу ус-

тойчивых распределений (с индексом устойчивости α)
можно было бы, естественно, рассчитывать на то, что Na

)

с ростом объема наблюдений N стабилизируются (и име-
ет место сходимость Na

)  к некоторому значению α < 2).
Однако здесь, как уже отмечалось, нет единодушия.

В ряде работ есть утверждения о «хорошей» стабили-
зации строящихся оценок для некоторых финансовых
индексов – см., например [10]. С другой же стороны, во
многих работах приводятся результаты статистическо-
го анализа, показывающие, что Na

) имеют не только
тенденцию роста, но даже стремление к значениям,
равным или большим 2 – см., например[11] относи-
тельно акций на американском рынке и [12] по поводу
акций крупных немецких компаний и банков. Это за-
ставляет к гипотезе устойчивости относиться с осто-
рожностью, хотя, разумеется, не противоречит гипоте-
зе о том, что «хвосты» описываются распределениями
типа Парето.

Приведем результаты относительно значений «хво-
стового индекса» α обменных курсов валют в предпо-
ложении, что для ( )

k tk
h h D=% %  действует распределение

типа Парето (9).
Для «хвостового индекса» α = α(Δ) были получены

значения, приведенные в табл. 3. Сделаем некоторые
комментарии к этой таблице.

Оценки a)  параметра α строились на базе данных
«Olsen & Associates». В случае Δ = 6 час. точность оце-
нивания уменьшается, что связано с недостаточным
объемом наблюдений.

Важный вывод, который можно сделать из анализа
значений этой таблицы (составленной по большой ба-
зе данных, а потому и представляющейся надежной),
состоит в том, что по отношению к USD курсы основ-
ных валют FX-рынка имеют (для Δ = 10 мин.) распре-
деление типа Парето с «хвостовым индексом» α ≈ 3.5
с его возрастанием при увеличении интервала Δ. Тем
самым становится весьма правдоподобным, что дис-
персия величин ( )

k tk
h h D=% %  конечна, (свойство весьма

желательное!), хотя этого нельзя сказать о четвертом
моменте, определяющем величину вытянутости рас-
пределений в окрестности центральных значений.

В другой работе Olsen & Associates [8], приводятся
также данные курсов XAU/USD и XAG/USD (XAU – зо-
лото, XAG – серебро). Для Δ = 10 мин. соответствую-
щими оценками а являются 4.32 ± 0.56 и 4.04 ± 1.71; для
Δ = 30 мин. эти оценочные значения есть 3.88 ± 1.04 и
3.92 ± 0.73 соответственно.

Здесь будет описана только идея построения оценок
α «хвостового индекса» α (с применением техники бут-
стрепа (bootstrap) и складного ножа (jackknife) при оп-
ределении смещения и стандартного уклонения оце-
нок), вошедших в представленную табл. 3.



АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 3’2008

6

Таблица 3

СМЕЩЕНИЕ И СТАНДАРТНОЕ
УКЛОНЕНИЕ ОЦЕНОК

Курс\ Δ 10 мин. 30 мин. 1 час 6 час.
DEM/USD 3.11 ± 0.33 3.35 ± 0.29 3.50 ± 0.57 4.48 ± 1.64
JPY/USD 3.53 ± 0.21 3.55 ± 0.47 3.62±0.46 3.86 ± 1.81
GBP/USD 3.44 ± 0.22 3.52 ± 0.46 4.01 ± 1.09 6.93 ± 10.79
CHF/USD 3.64 ±0.41 3.74 ± 0.82 3.84 ± 0.77 4.39 ±4.64
FRF/USD 3.34 ± 0.22 3.29 ± 0.47 3.40 ± 0.69 4.61 ± 1.21
FRF/DEM 3.11 ± 0.41 2.55 ±0.23 2.43 ± 0.23 3.54 ± 1.42
NLG/DEM 3.05 ± 0.27 2.44 ±0.08 2.19 ±0.12 3.37 ±1.43
ITL/DEM 3.31 ±0.51 2.93 ±1.17 2.54 ±0.49 2.86 ±0.98

GBP/DEM 3.68 ±0.35 3.63 ±0.42 4.18 ±1.67 3.22 ±0.79
JPY/DEM 3.69 ±0.41 4.18 ±0.90 4.13 ±1.05 4.71 ±1.61
Рассмотрим распределение Парето с плотностью

( )b 1

bf x
x

a

a a

a
+= , x≥b (12)

и fab(x) = 0 для x < b .
При x ≥ b

( ) ( )bln f x ln ln b 1 ln xa a a a= + - + .  (13)

Отсюда находим, что оценка максимального правдопо-
добия Nα)  по N независимым наблюдениям (X1, ..., XN ),
отыскиваемая из условия

( ) ( )
N N

ab k kα bNα k 1 k 1
f X f Xmax

= =
=Õ Õ ) ,  (14)

определяется из соотношения:
N

i

i 1N

1 1 Xln
α N b=

æ ö= å ç ÷è ø
) .  (15)

Поскольку для α > 0 и β > 0

( ) ( )α 1 α
β

1α ln x x dx β ln β
α

¥ - + æ ö= +ò ç ÷
è ø

,

то
( )α 1αi

β

X x 1E ln αb ln x dx
b b α

¥ - +æ ö= =ò ç ÷
è ø

.

Тем самым,
N

1 1E
α α

æ ö
=ç ÷

è ø
) , т. e. величина 1/ Nα)  несме-

щенным образом оценивает 1/α, так что найденная оцен-
ка Nα) параметра α обладает вполне хорошими свойст-
вами, но, конечно, в предположении, что истинное рас-
пределение является (точно) распределением Парето с
известным «началом» b, а не распределением типа Па-
рето, для которого «начало» b просто не определено.

Тем не менее, возникает естественная идея (см. [13])
использования формулы (15) для оценки параметра α
в распределениях типа Парето, но с заменой неиз-
вестного «начала» b некоторой подходящей оценкой.

Можно поступить, например, так. Выберем некоторое
достаточно большое (но не очень большое по сравне-
нию с N) число М и воспользуемся для построения
оценки параметра α модификацией формулы (15) с
заменой b на М и суммированием по тем i ≤ N, для ко-
торых Хi ≥ М.

С этой целью определим:

{ }

( ){ }

i
i N: X Mi

N ,M
i N: X M M ii

Xln
Mγ

I X
£ ³

£ ³

å
=
å

) ,  (16)

где ( )M

1, если x M,
I x

0, если x M.
³ì

= í <î
Если обозначить

( )
{ }

N,M M i
i n: X Mi

ν I X ,
£ ³

= å

то N,Mγ)  перепишется в виде

N ,M
N ,M

1γ
γ

=
)

{ }
i

i n: X Mi

Xln ,
M£ ³

å (17)

и в качестве оценки параметра α естественно взять
значение N ,Mα)  такое, что

N ,M
N ,M

1 γ
α

=
)

) . (18)

Можно поступить и по-другому. Упорядочим выборку
(X1,  X2, ..., XN) выборку ( )* * *

1 2 NX , X , ..., X  такое, что

( )* * *
1 2 NX X ... X³ ³ ³ . Зафиксируем снова некоторое

число M << N в качестве «начала» b и положим
*

* i
N ,N *

1 i M M

1 Xγ ln
M X£ £

= å ,  (19)

тогда в качестве оценки параметра α можно взять
значение *

N ,Mα  такое, что

*
N ,M*

N ,M

1 γ
α

= .  (20)

Так полученная оценка *
N ,Mα  была предложена

Б.M. Хиллом в [13], и ее принято называть оценкой
Хилла.

Понятно, что «хорошие» свойства этой оценки опреде-
ляются правильным выбором числа M, т. е. числа макси-
мальных порядковых статистик, формирующих статисти-
ку *

N ,Mα . Но понятно также, что трудно рассчитывать на
какой-то универсальный выбор числа М для широкого
класса медленно меняющихся функций L = L(x), опреде-
ляющих поведение, скажем, правого «хвоста»

Р(Хi > x) ~ x-αL(x).  (21)
Как правило, свойства рассмотренных выше оценок

N ,Mα)  и *
N ,Mα  изучают, ограничиваясь тем или иным

подклассом функций L = L(x). Например, можно пред-
положить, что L = L(x) принадлежит подклассу

( ) ( ) ( ){ }γ γ
γL L L x : L x 1 cx o x , c 0- -= = =+ + > ,  (22)

где γ > 0.
В таком предположении в [13] показано, что если при

N  → ∞ величина М → ∞, но так,  что 2γ
2γ α

M 0
N +

® , то

( )( ) ( )* 2
N ,MLaw N α α N 0,α- ® , т.е. имеет место

асимптотическая нормальность оценок ( *
N ,Mα ).
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4. СТРУКТУРА ЭМПИРИЧЕСКИХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В ЦЕНТРАЛЬНОЙ
ОБЛАСТИ

4.1. Структура эмпирических
распределений в центральной области

Как же все-таки, имея в виду характер распределе-
ния Law( kh% ), совместить вытянутость плотности в ок-
рестности центральных значений и тяжелые хвосты с
«хвостовым индексом» α > 2 (как это имеет место, на-
пример, в случае обменных курсов валют)?

Видимо, трудно ожидать, что это можно сделать с по-
мощью какого-то одного стандартного распределения.
С учетом наличия на рынках трейдеров, инвесторов и
прочих агентов с разными интересами, разными вре-
менными горизонтами, более импонирует та точка зре-
ния, что надо к рассмотрению привлекать несколько
стандартных распределений, действующих в «своих»
областях значений x, принимаемых величинами kh% .

Многие авторы, и, в первую очередь, Б. Мандельброт,
настойчиво пропагандируют идею использования имен-
но устойчивых распределений (и некоторых модифика-
ций, построенных на их основе) как тех, которые хорошо
действуют в центральной области значений х.  См.,  на-
пример, монографию [14] с богатым статистическим ма-
териалом, теорией устойчивых распределений и их
обобщений, результатами статистического анализа.

Ниже мы подробнее останавливаемся на результа-
тах работы [15] относительно использования устойчи-
вых законов при описании индекса S&P500 в его цен-
тральной зоне. (Для описания «хвостовой» части ав-
торы [15] предлагают использовать нормальное
распределение, исходя, в частности, из того, что огра-
ниченность статистического сырья не дает возможно-
сти сделать надежные заключения относительно по-
ведения «хвостов»; см. также [16]).

Обратимся к результатам статистического анализа
данных по индексу S&P500. Рассматривалась эволю-
ция этого индекса на Нью-Йоркской бирже NYSE (New
York  Stock  Exchange)  в течение шести лет (с января
1989 г. по декабрь 1994 г.). Всего было зарегистриро-
вано 1 447 514 тиков) данные от Chicago Mercantile Ex-
change). В среднем тики шли примерно минутным ин-
тервалом в 1989-90 гг. и с пятнадцатисекундным ин-
тервалом 1991-92 гг.

Поскольку в течение дня биржа работает лишь от
«открытия» до «закрытия», то для получения соответ-
ствующего процесса, описывающего эволюцию индек-
са S&P500, принималось во внимание лишь «торговое
время» (trading time)) t со стыковкой «цен закрытия
вчера» с «ценами открытия сегодня».

Пусть S = (St) – процесс, полученный описанным об-
разом. Будем рассматривать изменение этого процес-
са через некоторые интервалы времени Δ:

t t tk k k 1
S S SD

-
= - ,  (23)

где tk = kΔ.
Интервал Δ пробегает ряд значений от 1 мин. до 103

мин. Δ принимает следующие значения: Δ == 1, 3, 10,
32, 100, 316 и 1 000 – в минутах; соответствующее ин-
тервалу Δ = 1 мин. количество тиков равно 493 545, а
при Δ = 1 000 мин. это число равно 562).

Если пользоваться обозначениями из параграфа 1, то
можно заметить, что, поскольку t tk k

S S»%  и приращения

t t tk k k 1
S S SD

-
º -  малы,

( )ht ( )k
t t t tk k 1 k 1 k

S S e S (1 h )
D

D
- -

» » +
%

% ,

откуда ( )
t t tk k 1 k

S S h DD
-

» % . Это (приближенное) соотношение
показывает, что в случае независимости приращений
( t tk k 1
S S

-
- ) характер распределения ( )

tk
P( h x )D £%  и ус-

ловного распределения t tk k 1
P( S x S y )D

-
£ =  примерно

один и тот же. Оперируя с эмпирическими плотностями
( )p ( x )D) величин tk

SD , tk=kΔ предполагаемых одинаково

распределенными, графики ( )
10log p ( x )D) , схематически

ведут себя так, как это изображено на рис. 8.

Рис. 8. Схематический график поведения
( )

10log p ( x )D)  при двух разных значениях Δ

Даже простой визуальный анализ графиков
( )

10log p ( x )D) , для многих значений Δ, показывает, что
плотности распределений достаточно симметричны и
начинают расплываться с ростом Δ, убывая при x→±∞,
но все же не так быстро, как это должно было бы быть
для гауссовского распределения.

Наблюдаемые здесь одновершинность, симметрич-
ность, а также характер убывания эмпирических плот-
ностей говорит о целесообразности обращения к сим-
метричным устойчивым распределениям. Напомним,
что характеристическая функция iθXφ(θ ) Ee= устойчи-
вых случайных величин Х с симметричным распреде-
лением имеет вид:

αασ θφ(θ ) e-= , (24)
где σ ≥ 0  и 0  < α ≤ 2. Таким образом, если принять

гипотезу «устойчивости» то прежде всего надо было
бы оценить значение параметра α. Устойчивые рас-
пределения относятся к распределениям типа Парето.
В симметричном случае для 0 < α < 2

( ) α
αP X x c x -> » % , x→∞, где αc%  – некоторая кон-

станта, и для определения значения α можно было бы
воспользоваться техникой оценивания, изложенной
выше, в 3.1.

Необходимо отметить, что недостаточное число на-
блюдений делает этот метод оценивания параметра α
не совсем надежным, поскольку он требует большого
числа экстремальных значений. Поэтому вместо этого
мы используем подход, который, наоборот, оперирует



АУДИТ И ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ 3’2008

8

лишь с центральными значениями наблюдений. Суть
этого подхода в следующем.

Пусть характеристическая функция iθ St( ) kφ (θ ) Ee DD =
имеет вид

αγ θ( )φ (θ ) e DD -= .  (25)

Тогда плотность ( )p ( x )D)  распределения tk
P( S x )D £

по формуле обращения может быть представлена в виде
αγ θ( )

0

1p ( x ) e cos θxdθ
π

DD
¥

-= ò
) .

При х = 0
αγ θ( )

1 / α
0

1 (1 / α )p (0 ) e dθ
π πα(γθ )

DD G
D

¥
-= =ò

) .

Тем самым
( n ) 1 / α ( )p (0 ) n p ( 0 )D D-=

) . (26)
Конечно, этот результат можно было бы получить и

без обращения к представлению (25), если воспользо-
ваться самим определением устойчивых законов, со-
гласно которому

t t t1 2 n
Law( S S ... S )D D D+ + + =

n t t 01 0
Law(C (S S )),t 0= - = (27)

и если знать результат о том, что 1 / α
nC n= .

Действительно, поскольку
t t t t 01 2 n n

S S ... S S SD D D+ + + = - ,

то
1 / α

t 0 t 0n 1
Law(S S ) Law( n (S S ))- = - .

Поэтому
( n ) 1 / α ( ) 1 / αp ( x ) n p ( xn )D D- -=

) , (28)
что при х = 0 приводит к формуле (26).
Соотношение (5) дает возможность по эмпирическим

плотностям ( n )p ( 0 )D) с Δ = 1мин. и n = 1, 3, 10, 32, 100,
316, 1000, переходя к логарифмам и применяя метод
наименьших квадратов, получить оценку α)  «индекса
устойчивости» α. (Выбор указанных значений n = 1, 3,
10,  ...  связан с тем,  что их log10n почти равноотстоят
друг от друга: log103 = 0.477, log1010 =  1, log1032 =
1,505). Значение полученной таким способом оценки α
таково:

α) = 1.40 ± 0.05. (29)
Сразу отметим, что этот результат нельзя ни в коем

случае рассматривать как противоречащий оценкеα) ≈
≈ 3.5 для «хвостового индекса α», полученной в 3.1.
Дело в том, что эти оценки получены при разных гипо-
тезах относительно характера распределений. В од-
ном случае этой гипотезой является гипотеза о при-
надлежности распределения к устойчивому типу, в
другом же случае – к распределению типа Парето (для
«хвостовых» значений). К тому же, и это немаловажно,
в одном случае объектом исследования является об-
менный курс, а во втором – индекс S&P500. И, вообще
говоря, нет никаких веских оснований считать характер
поведения их распределений одинаковым, поскольку
они обусловлены разными экономическими причинами
(интернациональным состоянием экономики – в слу-
чае обменных курсов, и внутренним состоянием эко-
номики США – в случае индекса S&P500).

Заметим, что высказанная точка зрения относитель-
но разного характера поведения обменных курсов и
финансовых индексов типа S&P500, Dow и т.д. под-
тверждается результатами R/S-анализа (см. [17]).

Отметим также, что оценка (29) вычисляется по
«центральным» значениям, а значение α)  ≈ 3.5  –  по
«хвостовым». Поэтому несовпадение оценок лишь
подтверждает высказанную ранее мысль о том, что в
разных областях значений финансовые индексы опи-
сываются разными стандартными распределениями и
какое-то одно, универсальное, распределение, види-
мо, найти трудно.

Тот факт, что в центральной части эмпирические
плотности ( n )p ( x )D) хорошо аппроксимируются сим-
метричными устойчивыми плотностями ( n )p ( x )D) , под-
тверждается также следующими рассуждениями, ос-
нованными на свойствах автомодельности. Рассмот-
рим выборку объема k

( ) ( n ) ( n )
( n ) ( n ) i i 1t t1 k

S , ..., S ,t t nD D D-- = ,

с временным шагом nΔ, где Δ = 1 мин. Если от этой
выборки перейти к выборке

( )1 / α 1 / α
( n ) ( n )t t1 k

n S ,...,n SD D- - ,

то эта новая выборка должна иметь то же самое
распределение, что и ( )t t i i 11 k

S ,..., S ,t tD D D-- = .
Поэтому оцениваемые по этим выборкам одномер-

ные плотности (одинаково распределенных) величин
1 / α

( n )ti
n SD-  и ti

SD должны были бы быть, согласно (28),
«сильно похожими». Коэффициент γ входящий в (25),
может быть оценен из (26) по эмпирической плотности

( )p ( 0 )D)  и оценке α)  = 1.40. Полученная оценка γ)  для γ
равна 0.00375.

Заключение
Проведенное нами исследование статистического характе-

ра поведения статистик эмпирических распределений широ-
кого круга финансовых данных позволили нам сделать вы-
вод, что основополагающую гипотезу рынков капитала о ра-
циональности поведения инвесторов следует подвергнуть
более тщательному тестированию.

Опираясь на проведенные в работе вычисления статисти-
ческих характеристик (данных FOREX, DJ, S&P), мы пришли к
выводу, что в центральной части эмпирические распределе-
ния обладают значительной «вытянутостью», а также «тяже-
лыми хвостами» в ограниченных областях. Нами были пред-
ложены следующие математические модели эмпирических
распределений: α) -устойчивое распределение, гиперболиче-
ское распределение.

Для описания распределений в граничных областях пред-
ложено распределение Парето. Также показано, что нецеле-
сообразно пользоваться какой-то одной математической мо-
делью распределения. В работе рассмотрены методы оцени-
вания меры тяжести «хвоста» – хвостовой индекс Хилла,
методы бутстрепа (bootstrap) и складного ножа (jackknife) и
компьютерно реализованы алгоритмы их вычисления.

Стихова Ольга Владимировна
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РЕЦЕНЗИЯ
В работе Стиховой О.В. строятся математические модели, позво-

ляющие описать плотности эмпирических распределений посредством
не слишком громоздких формул, при этом рассматриваются такие
финансовые показатели, как колебания обменных курсов валют на
значительных промежутках времени, и отмечается, что предложенная
методика применима и в анализе других финансовых статистик, на-
пример, цен акций.

Построение математических моделей рассматриваемых финансо-
вых показателей осуществляется в три этапа. На первом этапе сту-
пенчатая линия эмпирической плотности рассматриваемого распре-
деления с неравномерно расположенными на оси времени моментами
наблюдений заменяется непрерывной кривой. На втором этапе полу-
ченная кривая подвергается процедуре дискретизации с равноот-
стоящими друг от друга моментами «воображаемых» наблюдений. На
третьем этапе для подправленной эмпирической плотности распреде-
ления строится моделирующая плотность, описываемая компактными
математическими формулами.

Проведенный анализ обосновывает с высокой степенью надежности
необходимость отвергнуть гипотезу нормальности моделей эмпирических
распределений. Научная новизна работы заключается в том, что на ос-
нове строгих математических методов автором показано, что для адек-
ватного описания различных областей изменения рассматриваемых слу-
чайных величин необходимо пользоваться различными математическими
моделями. Впервые для описания центральной области изменения рас-
сматриваемой случайной величины, т.е. области вокруг ее математиче-
ского ожидания, предложена модель так называемых а-устойчивых рас-
пределений, а для описания «хвостов», т.е. участков, удаленных от ма-
тематического ожидания, предложено распределение Парето.

Считаю, что статья Стиховой О.В. «Математическое моделирование
статистик финансовых данных и их эмпирических распределений»
может быть опубликована в журнале «Аудит и финансовый анализ».

Кузичев А.А., к.ф-м.н., ГОУ ВПО Московский Государственный тех-
нологический Университет «СТАНКИН»,кафедра «Математика»

7.2. MATHEMATICAL MODELLING
OF STATISTICS OF THE

FINANCIAL DATA AND THEIR
EMPIRICAL DISTRIBUTIONS

O.V. Stikhova, the Post-graduate Student,
the Teacher of Chair «Applied Mathematics»

This paper is devoted to research of statistical properties
of financial time series, modeling of statistics of the finan-
cial data and their empirical distributions. The main em-
phasis of this article will be on density of distribution on the
assumption of temporary aggregation. Basing on the sta-
tistical processing, carried out in our work, of a wide refer-
ence of the financial data it is shown, that for the descrip-
tion of various areas of empirical distributions it is neces-
sary to use various models. So, for the description of the
central area the model of α -stable distribution is offered.
For the description of a tail part of distribution the Pareto
distribution is offered. The paper presents the numerical
implementation of estimation algorithm of parameters of β
-stable distribution.
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